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1 本論
1.1 導入

Gを有限群，M を滑らかな多様体とし，Homeo(M)でM の自己同相群，Diff(M)でM

の自己微分同相群を表す．群の準同型

G→ Homeo(M)

のことをMMM 上のGGGのトポロジカルな作用といい，群の準同型

G→ Diff(M)

のことをMMM 上のGGGの滑らかな作用という．この論文では，特に断りがない限り，多様体は
滑らかであるとし，多様体上の有限群の作用は非自明で滑らかなものを扱うことにする．
HをGの部分群，M をG-作用をもつ多様体とする．M 上のH-作用によって動かないM

の点全体の成す集合はMH で表され，M におけるHHH-不動点集合と呼ばれる．MH はM の
部分多様体としての構造をもち，NG(H)/H-作用をもつ．ここで，NG(H)はGにおけるH

の正規化部分群を表す．M 上のG-作用によるG-不動点集合がちょうど 1点から成るとき，
T. Petrieはそのような作用を one-fixed-point actionと呼んだ．これに倣い，M 上のG-

作用によるG-不動点集合が奇数個の点から成るとき，そのような作用を odd-fixed-point

actionと呼ぶことにする．M 上のG-作用が fixed-point-free actionであるとは，M が
G-不動点集合をもたないときをいう．R. Oliver [30]は，ある次元のディスク上のfixed-point-

free actionをもつ有限群の決定を行った．素数 pと qに対して，P が p冪位数，H/P が巡
回群，G/H が q冪位数である正規列 P ⊴ H ⊴ Gをもつ有限群Gの族を R. Oliver [30]に
倣い，Gq

p で表すことにする．さらに，族 Gq
p の和をそれぞれ

Gq =
⋃
p

Gq
p , Gp =

⋃
q

Gq
p , G =

⋃
p, q

Gq
p

と表記する．有限群GがOliver群であるとは，GがGに属さないときをいう．R. Oliverは有
限群GがOliver群であるときに限り，ある次元のディスク上のGの fixed-point-free action

が存在することを示したのである．ディスク上の有限群 Gの fixed-point-free actionに対
し，そのディスクの境界部分を潰すことにより球面上のGのトポロジカルな one-fixed-point

actionを得ることができる．逆に，球面上の有限群Gの one-fixed-point actionに対し，そ
の唯一の不動点まわりのG-不変なディスク近傍を取り除くことにより，ディスク上のGの
fixed-point-free actionを得ることができる．従って，ディスク上の fixed-point-free-action

と球面上の one-fixed-point actionとの間には，ある対応が存在する．ゆえに，有限群Gが
Oliver群ならば，ある次元の球面上のトポロジカルな one-fixed-point actionが存在する．こ
の結果は滑らかな作用の範囲でも正しく，E. Laitinen–M. Morimoto [20]は，有限群 Gが
Oliver群であるときに限り，ある次元の球面上のGの滑らかな one-fixed-point actionが存
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在することを示している．球面上のOliver群ではない有限群Gの one-fixed-point actionが
存在しないことの証明は節 1.2の系 1.2.6にて紹介する．まとめると，以下の 3つの条件が
同値であることがわかる．

• GがOliver群である．

• ある次元の球面上の有限群Gの one-fixed-point actionが存在する．

• ある次元のディスク上の有限群Gの fixed-point free actionが存在する．

ディスク上の有限群の作用のさらなる結果として，素数冪位数ではない有限群Gに対して，
ある次元のディスク上のG-不動点集合として実現できる多様体の分類がR. Oliver[31]によっ
て行われている．
Rを単位元をもつ可換環とする．n次元の閉多様体M がRRR-ホモロジーnnn-球面であるとは，

M と n-球面 SnのR-係数での (全ての次数の)ホモロジー群が一致するときをいう．n次元
の閉多様体M がホモトピーnnn-球面であるとは，M が n-球面 Snと同じホモトピー型をもつ
ときをいう．この論文では，R-ホモロジー球面及びホモトピー球面といえば，閉多様体であ
ることを想定し，Rが整数環 Zである場合，単にホモロジー球面と呼ぶことにする．
現在知られている球面上の有限群の one-fixed-point actionについての結果を紹介する．初

めて球面上の有限群の one-fixed-point actionを発見したのは，E. Stein [35]であり，彼は
7-球面 S7 上の特殊線形群 SL(2, 5)の one-fixed-point actionを構成した．この結果に対し
て，A. Borowiecka [6]は如何なるホモロジー 8-球面も SL(2, 5)の効果的な one-fixed-point

actionを許容しないことを示した．T. Petrie [32]は巡回群ではない Sylow部分群を 3つ以
上含むような奇数位数の有限可換群Gに対して，ある次元の球面上のGの one-fixed-point

actionが存在することを示した．非負整数mとG-作用をもつ多様体Mに対して，M上のG-

作用がmmm-pseudofreeであるとは，全ての非自明なGの部分群Hに対して，dimMH ≤ m

が成立するときをいう．E. Laitinen–P. Traczyk [21]は 5次元以上のホモトピー球面Σ上の
有限群 Gの 2-pseudofreeな one-fixed-point actionが存在するならば，Gは 5次交代群 A5

と同型であり，Σ は 6-球面 S6と微分同相でなければならないことを示した．(この論文の
付録において，彼らの結果の別証明を与えている．) この結果を受け，M. Morimoto [25]は
実際に 6-球面 S6上の A5の 2-pseudofreeな one-fixed-point actionを構成した．さらには，
6次元以上の球面はA5の one-fixed-point actionを許容することが知られている．この結果
は，6あるいは 9次元以上の球面に関しては，M. Morimoto [27, 28]により，7と 8次元の
球面に関しては，A. Bak–M. Morimoto [3, 4]によりそれぞれ示されている．逆に，5次元
以下の球面は如何なる有限群の one-fixed-point actionも許容しないことが知られている.

• M. Fututa [15]はホモトピー 4-球面上の向きを保つ有限群について

• M. Morimoto [26]はホモトピー 4-球面上のコンパクト Lie群について

• S. Demichelis [13]はホモロジー 4-球面上の有限群について
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• N. P. Buchdahl–S. Kwasik–R. Schultz [10]は 5次元以下の球面上の有限群について

それぞれ one-fixed-point actionが存在しないことを示した．これらの結果に対して，この
論文の付録では，5次元以下の球面は有限群の odd-fixed-point actionをもたないことを証
明している．

E. Laitinen–M. Morimoto [20, Theorem B]において，任意の自然数mとOliver群Gに
対して，ある次元の球面上のG-作用であり，G-不動点集合がちょうどm個の点から成る集
合であるようなものが存在することが示されている．この結果により，ある次元の球面は
Oliver群の odd-fixed-point actionを許容することがわかる．しかしながら，与えられたひと
つのOliver群Gに対して，Gの odd-fixed-point actionを許容する球面の次元は制限される．
5次対称群 S5と特殊線形群 SL(2, 5)に対して，これらの有限群の odd-fixed-point actionを
許容しない球面の次元を調べた結果として，M. Morimotoと筆者 [29]の次の結果がある．ホ
モロジー球面上の S5 (resp. SL(2, 5))の効果的な odd-fixed-point actionが存在するならば，
そのホモロジー球面の次元は {0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13} (resp. {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9})に属さ
ない．この研究結果は，S5がA5を指数 2の部分群にもつこと及び SL(2, 5)がA5の 2重被
覆群であることをそれぞれ利用し，ホモロジー球面上のA5の odd-fixed-point actionの議論
に帰着させる形で証明が行われている．上記の研究結果を深化させることにより，A6を指
数 2あるいは 4の部分群にもつ有限群S6，PGL(2, 9)，M10，Aut(A6)とA6の 2重被覆群で
ある特殊線形群 SL(2, 9)に対して，ホモロジー球面上の A6の odd-fixed-point actionの議
論に帰着させる形で次の定理を得ることことができた．ここで，SL(2, 9)，S6，PGL(2, 9)，
M10，Aut(A6)で表される有限群は，注意 1に記載された有限群である．

定理 1.1.1. (cf. [1, Theorem 1.1–1.2]) Σをホモロジー球面とする．Σが有限群

A6, SL(2, 9), S6, PGL(2, 9), M10, Aut(A6)

の効果的な odd-fixed-point actionを許容するならば，Σ の次元はそれぞれ以下の非負整数
の集合

TA6 = [0..7] ∪ [9..12] ∪ {14, 15} ∪ {19, 20},

TSL(2,9) = [0..15] ∪ [17..20] ∪ {22, 23} ∪ {27},

TS6 = [0..15] ∪ [17..20] ∪ [22..24] ∪ [27..29] ∪ {33} ∪ {38},

TPGL(2,9) = [0..7] ∪ [9..15] ∪ [19..23] ∪ [29..31] ∪ {39},

TM10 = [0..15] ∪ [17..24] ∪ [27..31] ∪ {33} ∪ [37..40] ∪ {47} ∪ {49},

TAut(A6) = [0..15] ∪ [17..24] ∪ [27..31] ∪ {33} ∪ [37..40] ∪ {47} ∪ {49},

に属さない．ここで，[m..n]はm以上 n以下の整数全体の集合を表している．

定理 1.1.1は，定理 1.4.4，定理 1.4.6，定理 1.5.2から従う．定理 1.4.4と定理 1.4.6の証明
は節 1.4で，定理 1.5.2の証明は節 1.5でそれぞれ行われる．
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P. Mizerka [24]による球面上の Oliver群の odd-fixed-point actionに関する最近の結果
を紹介する．TL(2, 5)で C2 の SL(2, 5)による非自明な拡大を表す．(GAP [16]において，
TL(2, 5)は SmallGroup(240,89)で与えられる．) 彼はホモロジー球面上の TL(2, 5)の効果
的な odd-fixed-point action (resp. one-fixed-point action)が存在するならば，そのホモロ
ジー球面の次元は [0..13] (resp. [0..13] ∪ {15, 16, 17}) に属さないことを示した．さらには，
ホモロジー球面上の TL(2, 5)の 5-pseudofreeな one-fixed-point actionが存在しないこと及
びホモロジー球面上の TL(2, 5)の効果的な 6-pseudofreeな one-fixed-point actionが存在す
るならば，そのホモロジー球面の次元は 6 + 8kあるいは 18 + 8k (k ≥ 1)表されることも示
している．
有限群の one-fixed-point actionを許容する最低次元の球面である 6次元の球面に関する

結果として，A. Borowiecka–P. Mizerka [7]は S6上の one-fixed-point actionを許容しない
位数 216以下のOliver群の例を挙げている．先程にも紹介したが，E. Laitinen–P. Traczyk

[21]は 6-球面上の有限群Gの 2-pseudofreeな one-fixed-point actionが存在するならば，G
は A5と同型でなければならないことを示している．この論文では，6-球面 S6上の有限群
の odd-fixed-point actionの結果として，以下の 2つの結果を示した．

定理 1.1.2. (cf. [2, 定理 1.4]) 有限可解群Gがホモロジー 6-球面に作用しているならば，そ
のG-不動点集合のオイラー標数は偶数である．

定理 1.1.3. (cf. [2, 定理 1.5]) Gを一般線形群GL(3,C)の有限部分群とし，Σを効果的な
G-作用をもつホモロジー 6-球面とする．Σ 上の Gの odd-fixed-point actionが存在するな
らば，GはA5あるいはA5 ×C2に同型であり，その作用は 3-pseudofreeな one-fixed-point

actionである．

定理 1.1.2は定理 1.7.5から従い，その証明は節 1.7で行われる．定理 1.1.3は定理 1.8.5か
ら従い，その証明は節 1.8で行われ，GL(3,C)の有限部分群についても節 1.8で記述する．
この節の残りにおいて，この論文で用いる記号の表記について説明する．Zで整数環，N

で自然数全体の集合，Z≥0で非負整数全体の集合，Qで有理数体，Rで実数体，Cで複素数
体，Fq で位数 qの有限体を表す．素数 pに対しては，Fpは Zpで表すことにする．
この論文では，以下の有限群の表記を用いる．

E : 単位群

Cn : 位数 nの巡回群

Dn : 位数 nの二面体群

An : n次の交代群

Sn : n次の対称群

Mn : n次のマシュー群
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SL(n, q) : Fq 上の n次の特殊線形群

PSL(n, q) : Fq 上 n次の射影特殊線形群

PGL(n, q) : Fq 上の次数 nの射影一般線形群

U(n, q) : 体拡大 Fq2/Fq に対する n次のユニタリー群

PSU(n, q) : 体拡大 Fq2/Fq に対する n次の射影特殊ユニタリー群

有限群H とK に対して，群の準同型の完全系列

E → H → G→ K → E

が存在するとき，有限群GはKのHによる拡大であるという．この論文では，議論に支障
がない限り，K のH による拡大であるGをH ⋆K で表すことにする．有限群Gとその部
分群Hに対して，Z(G)でGの中心，CG(H)でGにおけるHの中心化部分群，F (G)でG

の Fitting部分群 (節 1.3にて定義を述べる)をそれぞれ表す．

注意 1. この論文では，有限群の具体的な部分群や実表現をGAP [16]を用いて調べる．以
下にこの論文で用いる具体的な有限群のGAPにおける表記を記載する．

• A5=SmallGroup(60,5)

• S5=SmallGroup(120,34)

• SL(2, 5)=SmallGroup(120,5)

• PSL(2, 7)=SmallGroup(168,42)

• A6=SmallGroup(360,118)

• S6=SmallGroup(720,763)

• PSL(2, 11)= SmallGroup(660,13)

• SL(2, 9)=SmallGroup(720,409)

• PGL(2, 9)=SmallGroup(720,764)

• M10=SmallGroup(720,765)

• Ã6=SmallGroup(1080,260)

• Aut(A6)=SmallGroup(1440,5841)

• U(3, 3)=PerfectGroup(6048,1)

• PSU(4, 2)=PerfectGroup(25920,1)
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1.2 球面上の odd-fixed-point actionに関する基礎理論

この節では本論文で扱う球面上の有限群の odd-fixed-point actionに関する基礎的な理論
を述べる．
次の補題 1.2.1，1.2.2，1.2.3は本研究における様々な証明の基盤となる結果である．

補題 1.2.1. (cf. [8, Chapter III, Theorem 4.3]) pを素数，P を有限 p-群，X を有限 P -CW

複体とする．このとき，オイラー標数 χ(X)と χ(XP )は pを法として等しい．

Rを単位元をもつ可換環とする．前節の導入にて，閉多様体に対して定義したR-ホモロ
ジー球面の定義は有限CW-複体に対しても同様に定義することができる．位相空間XがR-

非輪状であるとは，X が 1点集合と同じR-係数でのホモロジー群をもつときをいう．

補題 1.2.2. (Smithの定理, cf. [8, Chapter III, Theorem 5.1–5.2]) pを素数，P を有限 p-

群，X を有限 P -CW複体とする．

• X が Zp-ホモロジー球面ならば，XP も Zp-ホモロジー球面である．

• X が Zp-非輪状ならば，XP も Zp-非輪状である．

補題 1.2.3. Gを有限群，SをG-作用をもつ球面とする．Sの次元が 2以下かつ SGが空で
ないならば，SGはある 2次元以下の球面と微分同相である．

Zp-ホモロジー球面におけるいくつかの性質を確認する．X を Zp-ホモロジー n-球面とす
る．0 ≤ n ≤ 2ならば，X は n-球面と微分同相である．さらに，n > 0ならば X は連結
で向きづけ可能な閉多様体である．Zp-ホモロジー球面が向きづけ可能であることの証明を
A. Borowiecka–P. Mizerka [7, Lemma 3.2]に従って命題 1.2.4にて行う．

命題 1.2.4. (cf. [7, Lemma 3.2]) nを自然数，pを素数とする．Zp-ホモロジー n-球面Σは
向きづけ可能である．

証明. 1 ≤ n ≤ 2ならば，Σは n-球面と微分同相であるので主張は明らかに正しい．n ≥ 3

である場合において，Σ が向きづけ可能ではないと仮定しよう．すなわち，Hn(Σ;Z) = 0

であると仮定する．普遍係数定理より，各 0 ≤ k ≤ nに対して，分裂する完全系列

0 → Hk(Σ;Z) ⊗Z Zp → Hk(Σ;Zp) → TorZ1 (Hk−1(Σ;Z),Zp) → 0

が存在する．0 < k < nを満たす kに対して，Hk(Σ;Zp) = 0であるので，

Hk(Σ;Z) ⊗Z Zp
∼= TorZ1 (Hk−1(Σ;Z),Zp) ∼= 0

が成立する．従って，
Hn−1(Σ;Z) ∼= Zm1 ⊕ · · · ⊕ Zmk
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が成立する．ここで，各miは gcd(mi, p) = 1を満たす整数である．仮定より，Hn(Σ;Z) = 0

であるので，
0 → Hn(Σ;Zp) →∼= TorZ1 (Hn−1(Σ;Z),Zp) → 0

であり，Hn(Σ;Zp) ∼= TorZ1 (Hn−1(Σ;Z),Zp) ∼= Zpが成立することがわかる．一方で，

TorZ1 (Hn−1(Σ;Z),Zp) ∼= TorZ1 (Zm1 ⊕ · · · ⊕ Zmk
,Zp)

∼= TorZ1 (Zm1 ,Zp) ⊕ · · · ⊕ TorZ1 (Zmk
,Zp)

∼= 0 ⊕ · · · ⊕ 0 (∵ gcd(mi, p) = 1)

∼= 0

が成立するので矛盾が生じる．以上より，Σは向きづけ可能である．

Gを有限群，M をG-作用をもつ多様体とする．x ∈ MGに対して，M 上のG-作用は接
空間 Tx(M)上の線形なG-作用を誘導する．よって，Tx(M)はR[G]-加群の構造をもつ．こ
の論文では，Tx(M)を x上の接空間加群と呼ぶ．M 上の G-作用が効果的ならば，Tx(M)

は忠実な R[G]-加群である．また，M が向きづけ可能であり，M 上のG-作用がM の向き
を保つならば，Tx(M)上のG-作用も Tx(M)の向きを保つ．
次の命題 1.2.5は [29, Proposition 2.4]と [30, Proposition 1] の証明を併せることによっ

て得ることができる．

命題 1.2.5. pと qを素数，Rを単位元をもつ可換環，Gを有限群，ΣをG-作用をもつR-ホ
モロジー n-球面とする．G ∈ Gq

p かつR = ZpあるいはG ∈ Gq かつR = Zならば，χ(ΣG)

は qを法として 0あるいは 2に等しい．特に，q = 2ならば χ(ΣG)は偶数である．

証明. ΣG = ∅あるいは n ≤ 2の場合，χ(ΣG) = 0あるいは 2であることは明らかである．
ΣG 6= ∅かつ n > 2である場合を考える．G ∈ Gq

p かつ R = Zpである場合を示す．G ∈ Gq
p

の仮定より，正規鎖 P ⊴ H ⊴ Gであり，P が p冪位数，H/P が巡回群，G/H が q-冪位数
であるものを選ぶことができる．G-不動点 xまわりのG-不変なディスク近傍U に対する同
変 pinching写像

f : Σ → Σ/(Σ \ Int(U)) ∼= S(R⊕ Tx(Σ))

の写像度は 1であるので，n次のホモロジー群の同型写像

f∗ : Hn(Σ;Z) → Hn(S(R⊕ Tx(Σ));Z)

が誘導される．Cf で f の写像錐を表すと，f は Zp-ホモロジー同値写像であるので，Cf は
Zp-非輪状である．補題 1.2.2より，CP

f も Zp-非輪状である (よって，Q-非輪状である)こと
が従う．H/P は巡回群であるので，χ((ΣP )H/P ) = 1が成立する (参照．[30, Lemma 1])．
このことはオイラー標数

χ((ΣP )H/P )と χ((S(R⊕ Tx(Σ))P )H/P )
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の値が等しく，それらの値が 0あるいは 2であることを意味する．

ΣG = ((ΣP )H/P )G/H

であるので，補題 1.2.1を用いると χ(ΣG)が qを法として 0あるいは 2に等しいことが従
う．G ∈ Gq かつ R = Zである場合にも，G ∈ Gq

p かつ R = Zpの場合と同様な写像 f を考
えると，f は Z-ホモロジー同値写像となるので，ある素数 pに対して，写像錐 Cf は Zp-非
輪状になる．あとはG ∈ Gq

p かつR = Zpの場合と全く同様の議論により証明することがで
きる．

命題 1.2.5より直ちに次の系が得られる．以下の系 1.2.6が有限群GがOliver群でないな
らば，どんな次元の球面上のGの one-fixed-point actionも存在しないことを示している．

系 1.2.6. Gを有限群，Σ を G-作用をもつホモロジー球面とする．Gが G に属するなら
ば χ(ΣG) 6= 1である．特に，Gが G に属するならば，如何なるホモロジー球面上の Gの
one-fixed-point actionも存在しない．

次の命題 1.2.7は [29, Proposition 2.9]の一般化である．

命題 1.2.7. (cf. [1, Proposition 2.4]) Gを有限群，ΣをG-作用をもつホモロジー球面する．
有限群Gが次の 2つの条件 (A)と (B)を満たすとする．

(A) 各 g ∈ Gの位数は素数冪である．

(B) 位数が 8以上かつ 2冪である g ∈ Gに対して，V g = {0}を満たす既約なR[G]-加群 V

は同型を除いて高々1つしか存在しない．

このとき，任意の x, y ∈ ΣGに対して，Tx(Σ)と Ty(Σ)は R[G]-加群として同型である．

証明. |ΣG| ≥ 2の場合のみを示せば良い．xと yをΣGの異なる 2点とする．任意の g ∈ G

に対して，ResG⟨g⟩Tx(Σ)と ResG⟨g⟩Ty(Σ)が R[〈g〉]-加群として同型であることを示せば良い．
ここで，〈g〉は g ∈ Gによって生成されるGの巡回部分群を表している．仮定 (A)より，各
g ∈ Gは素数冪位数であるので，補題 1.2.2より，Σ⟨g⟩は連結であるか 2点から成る集合であ
るかのいずれかである．Σ⟨g⟩が連結である場合は明らかにResG⟨g⟩Tx(Σ)とResG⟨g⟩Ty(Σ)は同
型であるので，Σ⟨g⟩ = {x, y}である場合に ResG⟨g⟩Tx(Σ)と ResG⟨g⟩Ty(Σ)が同型であること
を示す．Σ⟨g⟩ = {x, y}とする．g ∈ Gが奇素数冪位数である場合は，[33, Corollary 1.12]を
応用することにより，ResG⟨g⟩Tx(Σ)と ResG⟨g⟩Ty(Σ)が同型であることがわかる．次に g ∈ G

が 2冪位数である場合を考える．gの位数が 2あるいは 4である場合には，指標を具体的に
確認することによって，ResG⟨g⟩Tx(Σ)とResG⟨g⟩Ty(Σ)が同型であることを得ることができる．
gの位数が 8以上の場合には，仮定 (B)より，V g = {0}となる既約な R[G]-加群 V が同型
を除いてただ一つ存在するので，{x, y}上の接空間加群はいくつかの V の直和に同型であ
る．従って，ResG⟨g⟩Tx(Σ)とResG⟨g⟩Ty(Σ)は同型である．
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A5，A6及びM10は命題 1.2.7の条件 (A)と (B)を満たすことに注意する．
節 1.5における定理 1.5.2の証明にて，系 1.2.10が重要な役割を果たす．系 1.2.10は以下

の補題 1.2.8及び命題 1.2.9から従う．

補題 1.2.8. (cf. [11, Theorem 25.1]) M を C2-作用をもつ正の次元の連結な閉多様体とす
る．MC2 が空でない有限集合ならばMC2 は偶数個の点から成る集合である．

命題 1.2.9. (cf. [29, Proposition 2.7]) Gを有限群，LをGの指数 2の部分群，M をG-作
用をもつ正の次元の連結な閉多様体とする．MG が奇数個の点から成る集合であるならば
χ(ML)は奇数であり，ある x ∈MGに対して，dimTx(M)L = 0が成立する．

証明. 仮定より |MG| ≡ 1 mod 2であるので，χ(ML)が奇数であることは補題 1.2.1より
直ちに従う．CをG-不動点を含むようなMLの連結成分とすると，CはG/L-作用をもち，
CG/L = CGを満たす．また，MG =

⊔
C C

Gであることに注意する．全てのG-不動点を含
む連結成分 C が正の次元であると仮定する．各連結成分 C に対して，0 < |CG| < ∞であ
るので，補題 1.2.8より，CGは偶数個の点から成る集合でなければならない．このことは
MGが奇数個の点から成る集合であることに矛盾するので，ある連結成分Cは次元 0 (孤立
点)でなければならない．

系 1.2.10. Σを有限群Gの作用をもつホモロジー球面とし，LをGの指数 2の部分群とす
る．Lが命題 1.2.7における条件 (A)と (B)を満たすならば，ΣGが奇数個の点から成る集
合であることとΣLが奇数個の点から成る集合であることは同値である．

証明. Σ の次元は正であるとして良い．ΣG ⊂ ΣL であるので，|ΣL| ≡ 1 mod 2ならば
|ΣG| ≡ 1 mod 2であることは補題 1.2.1より直ちに従う．逆に |ΣG| ≡ 1 mod 2であるとす
る．このとき，命題 1.2.9より，ΣLはある孤立点を部分集合としてもち，χ(ΣL)は奇数であ
る．Lは命題 1.2.7における条件 (A)と (B)を満たすので，命題 1.2.7より，|ΣL| ≡ 1 mod 2

が従う．

命題 1.2.11. (cf. [1, Proposition 2.5]) Xを Z2-ホモロジー球面，AとBを正の次元の連結
なXの閉部分多様体とする．AとBがXにおいて有限個の点で横断的に交わっているなら
ばA ∩Bは偶数個の点から成る集合である．

証明. AとBはXにおいて有限個の点で横断的に交わっているので，AとBの次元をそれ
ぞれmと nとすると，X の次元は (m+ n)次元である．X 上の Z2-交差形式

Hm(X;Z2) ×Hn(X;Z2) → Hm+n(X;Z2) ∼= Z2

は自明であるので，有限個の点から成る集合 A ∩ Bが偶数個の点から成る集合であること
が従う．

10



1.3 本研究における有限群の基礎理論

この節では，本論文で用いる有限群の基礎的な結果を紹介する．
6次元以下の球面上の有限群の odd-fixed-point actionの議論をする際，有限群の Fitting

部分群と呼ばれる部分群を調べることが有用である．以下に，Fitting部分群の定義及び簡
単な性質について記述する．
有限群 Gに対して，F (G)で Gの Fitting部分群を表す．F (G)は Gの全ての冪零正規

部分群の積として定められるGの部分群である．以下の Fittingの定理 (補題 1.3.1)により，
F (G)はGの唯一の極大冪零正規部分群として定められることがわかる．特に，F (G)はG

の特性部分群であることが知られている．

補題 1.3.1. (Fittingの定理, cf. [14, Lemma 1.1, Chapter 6, p.217]) HとKが有限群Gの
冪零正規部分群ならば，積HK もGの冪零正規部分群である．

命題 1.3.2. Gを有限群，Z を Z(G)の部分群とする．

(1) F (G)の各 Sylow部分群はGの特性部分群である．

(2) Gが非自明な可解群ならば F (G)も非自明である．

(3) H が Z を含むGの部分群ならばH が冪零であることとH/Z が冪零であることは同
値である．

(4) F (G/Z)と F (G)/Z は一致する．

証明. (1)の主張の証明．F (G)は冪零なので，F (G)は自身の Sylow部分群の直積の形に表
すことができる．P を F (G)の非自明な Sylow部分群とすると，位数の関係により，P は
F (G)の特性部分群であることがわかる．F (G)はGの特性部分群であるので，P はGの特
性部分群である．

(2)の主張は， [14, Chapter 6, Theorem 1.3, p.218]より，Gが可解群ならば中心化部分
群 CG(F (G))が F (G)に含まれることから従う．

(3)の主張の証明．pi をH の位数を割り切る素数とし，Pi をH の pi-Sylow部分群とす
る．Qi = Z ∩ Piと定めると，Qiは Z の pi-Sylow部分群であり，Piの正規部分群である．
さらに，H/Zの pi-Sylow部分群は Pi/Qiであり，Zは冪零群なので，自身の Sylow部分群
の直積の形で表せることに注意する．このとき，H が自身の Sylow部分群の直積

P1 × P2 × · · · × Pm

の形で表すことができることと，H/Z が自身の Sylow部分群の直積

P1/Q1 × P2/Q2 × · · · × Pm/Qm

の形で表すことができることは同値である．従って，(3)の主張が示された．
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(4)の主張の証明．対応定理 (参照． [14, Chapter 1, Theorem 2.4, p.6])より，Gの正規部
分群H であり，F (G/Z) = H/Zを満たすものが存在する．H/Zは冪零であるので，(3)の
主張よりHは冪零である. 従って，F (G/Z) ⊂ F (G)/Zである．逆に，F (G)は冪零なので，
F (G)/Zは冪零である．F (G)/ZはG/Zの冪零正規部分群であるので，F (G)/Z ⊂ F (G/Z)

である．ゆえに，F (G/Z)と F (G)/Z は一致する．

6次元以下の球面上の有限群 Gの作用を調べるためには，Gが 4次の特殊直交群 SO(4)

の有限部分群である場合について調べることが必要である．そこで，SO(4)の有限部分群に
ついて調べる．SO(4)は非自明な中心をもち，その中心は SO(4)の位数 2の元−idで生成
される．さらに，SO(4)の中心 〈−id〉での商群は SO(3)×SO(3)に同型であるので，SO(4)

は SO(3) × SO(3)の 2重被覆群である．π : SO(4) → SO(3) × SO(3)で，その 2重被覆写
像を表す．Hを SO(3)×SO(3)の有限部分群とすると，ある SO(3)の有限部分群H1とH2

が存在して，H はH1 ×H2の部分群となる．SO(3) × SO(3)の有限部分群の構造を知るた
めには，次のGoursatの補題が有用である．

補題 1.3.3. (Goursatの補題, cf. [22, Exercise 5, p.75]) H1とH2を有限群，HをH1 ×H2

の部分群であり，射影 π1 : H → H1と π2 : H → H2が全射となるものとする．N1を π2の
核，N2を π1の核とすると，N1とN2はそれぞれH1とH2の正規部分群と見做すことがで
き，H1/N1×H2/N2におけるHの像はH1/N1からH2/N2へのある同型写像のグラフと一
致する．

証明. H1の自明な部分群を {e1}，H2の自明な部分群を {e2}で表す．まず，N1とN2がそ
れぞれH1 × {e2}と {e1} ×H2の正規部分群となることを示す．N1の定義の仕方より，N1

はHの正規部分群である．π1は全射であるので，任意の g1 ∈ H1に対して，h = (g1, g2)と
なるH の元が存在する．任意の g1 ∈ H1に対して，

g1π1(N1) = π1(h)π1(N1) = π1(hN1) = π1(N1h) = π1(N1)g1

が成立するので，π1(N1)はH1の正規部分群である．さらに，N1 = π1(N1) × {e2}である
ことに気をつけると，任意の (g1, e2) ∈ H1 × {e2}に対して，

(g1, e2)(π1(N1) × {e2}) = g1π1(N1) × {e2} = π1(N1)g1 × {e2} = (π1(N1), {e2})(g1, e2)

が成立するので，N1はH1 × {e2}の正規部分群である．同様の議論を行うことにより，N2

が {e1} × H2 の正規部分群であることを示すことができる．以下の証明において，H1 と
H1×{e2}を同一視することによって，剰余群 (H1×{e2})/N1をH1/N1で表すことにする．
同様に，H2と {e1} ×H2を同一視することによって，剰余群 ({e1} ×H2)/N2をH2/N2で
表す．H からH1/N1 ×H2/N2への写像を

(g1, g2) 7→ (g1N1, g2N2)
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で定める．この写像によるH の像の集合は

{ (g1N1, g2N2) ∈ H1/N1 ×H2/N2 | (g1, g2) ∈ H }

である．π1 : H → H1は全射であるので，well-definedな群の準同型 ψ : H1/N1 → H2/N2

が定まる．ψが well-definedであることを示すためには，任意H の元 (g1, g2)と (g′1, g
′
2)に

対して，
g1N1 = g′1N1 ⇒ g2N2 = g′2N2

が成立することを示せば良い．g1N1 = g′1N1であるとする．これは，(g1, e2)N1 = (g′1, e2)N1

であることを意味するので，(g′1
−1g1, e2) ∈ N1 ⊂ H である．従って，

(g′1, g
′
2)

−1(g1, g2)(g
′
1
−1
g1, e2)

−1 = (e1, g
′
2
−1
g2) ∈ H

が成立する．よって，(e1, g
′
2
−1g2) ∈ N2であるので，g2N2 = g′2N2が従う．ψが群の準同型

であることは，
(g1, g2), (g

′
1, g

′
2) ∈ H ⇒ (g1g

′
1, g2g

′
2) ∈ H

であることから従う．ψの構成において，H1/N1とH2/N2を入れ替えることによって，グ
ラフが

{ (g2N2, g1N1) | (g1, g2) ∈ H }

となるような well-definedな群の準同型 ϕ : H2/N2 → H1/N1を定めることができる．この
とき，構成の仕方より ϕとψは互いの逆写像であるので，同型写像であることがわかる．

注意 2. G1とG2を有限群とし，H をG1 ×G2の部分群とする．2つの射影 π1 : H → G1

と π2 : H → G2の像をそれぞれH1とH2とすると，π1 : H → H1と π2 : H → H2は共に
全射となる．従って，H はH1 ×H2の部分群として，補題 1.3.3を利用することができる．
さらに，補題 1.3.3の状況において，N2が自明，すなわち，π1が同型である場合には，H
はH1と同型である．同様に，N1が自明である場合には，H はH2と同型である．

命題 1.3.4. G = D2m ×D2nの任意の部分群H は 2-群の冪零群による拡大である．

証明. 容易にわかるように，Gは 2-群Q2のF (G)による拡大である，すなわち，G = F (G)⋆

Q2と表すことができる．同型定理 (参照. [14, Chapter 1, Theorem 2.6, p.6])を用いると，

HF (G)/F (G) ∼= H/(H ∩ F (G))

が成立する．P2 = HF (G)/F (G)とおくと，H = (H ∩ F (G)) ⋆ P2 と表すことができる．
H ∩ F (G)は冪零群，P2は 2-群であるので，命題 1.3.4の主張を示せた．

次の命題 1.3.5の証明において，補題 1.3.3で用いた記号を使用する．また，SO(3)の非
自明な有限部分群は

Cn, D2n, A4, S4, A5
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のいずれかに同型であるという事実を用いる (参照．[34, chapter 5])．

命題 1.3.5. Hを SO(3)×SO(3)の非自明な有限部分群とする．このとき，Hは次の (1)か
ら (3)の少なくともひとつを満たす．

(1) F (H)は巡回群ではない．

(2) H は 2-群の冪零群による拡大である．

(3) H は SO(3)のある部分群K とA5の直積である．

証明. H は SO(3)の有限部分群 H1 と H2 の直積の部分群であり，射影 π1 : H → H1 と
π2 : H → H2は全射であるとして良い．また，H はそれぞれ kerπ2と kerπ1に同型な正規
部分群N1とN2をもつことに注意する．N1あるいはN2が自明である場合において，Hは

Cn, D2n, A4, S4, A5

のいずれかと同型であるので，命題 1.3.5の主張が正しいことが直ちにわかる．従って，以
下の証明ではN1とN2は共に非自明であるとする．
初めに，Hが可解である場合に (1)あるいは (2)の少なくとも一方が成立することを示す．

H1がA4あるいは S4と同型である場合は，N1がD4を特性部分群として含むので，F (H)

は巡回群ではないことがわかる．同様の議論により，H2がA4あるいは S4と同型である場
合にも，H が主張 (1)を満たすことがわかる．H1とH2の両方ともがA4でも S4でもない
場合には，H が 2-群の冪零群による拡大であることは命題 1.3.4より従う．
次にHが可解ではない場合に (3)が成立することを示す．Hは可解ではないので，N1あ

るいはN2の少なくとも一方はA5と同型でなければならない．そこで，N1がA5と同型で
あるとする．SO(3)の有限部分群の中でA5は極大であるので，H1 = N1がA5と同型であ
ることがわかる．補題 1.3.3より，H1/N1とH2/N2は共に自明であるので，H はA5とH2

の直積であることが従う．N2がA5と同型である場合も同様の議論により (3)が成り立つこ
とがわかる．

命題 1.3.6. Gを SO(4)の非自明な有限部分群とする．F (G)が自明ならば，GはA5と同
型である．

証明. −id ∈ Gである場合は明らかに F (G)は非自明であるので，−id 6∈ Gであるとして良
い．この場合，2重被覆写像 π : SO(4) → SO(3) × SO(3)はGを SO(3) × SO(3)のある有
限部分群に同型に射影することに注意する．命題 1.3.5によると，SO(3) × SO(3)の非自明
な有限部分群の中で Fitting部分群が自明であるものは，A5であるか A5 × A5であるかの
いずれかである．A5 ×A5は明らかに SO(4)の部分群になり得ないので，GがA5と同型で
あることがわかる．

有限群Gが特性単純群 (characteristically simple group)であるとは，ある単純群Q

が存在して，Gが幾らかのQの直積と同型であるときをいう．任意の有限群Gに対して，G
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の極小正規部分群は特性単純群であることが知られている (参照．[14, p.17, Theorem 1.5])．
6次元以下有限群の作用をもつ多様体の不動点上の接空間加群を調べるためには，6次元以
下のR[G]-加群をもつ非可換な特性単純群を調べる必要がある．そのためには，SO(6)の有
限部分群である非可換な特性単純群を探せば良い．SO(4)の非可換な特性単純部分群はA5

のみであり，A5は SO(3)の部分群でもあることに注意する．次数 6以下の既約な複素表現
をもつ非可換な有限単純群の結果を以下に紹介する．

• 非可換な有限単純群Gが次数 3の既約な複素表現 ρ : G→ SU(3)をもつならば，Gは
A5あるいは PSL(2, 7)のいずれかと同型である (参照．[5, Section 82, p.113])．

• 非可換な有限単純群Gが次数 5の既約な複素表現 ρ : G→ SU(5)をもつならば，Gは
A5, A6, PSL(2, 11), PSU(4, 2)のいずれかと同型である (参照．[9, Theorem 9.A]).

• 非可換な有限単純群Gが次数 6の既約な複素表現 ρ : G→ SU(6)をもつならば，Gは
A7，PSL(2, 7)，PSU(4, 2)，U(3, 3)のいずれかと同型である (参照．[23, Section 3,

p.773])．

上記の非可換な有限単純群の既約な複素表現の Frobenius-Schur indicatorをGAP [16]を
用いて調べることにより，対応する既約な実表現を得ることができる．以下の表 1にはその
対応が記載されている．

既約な複素表現 Frobenius-Schur indicator 対応する既約な実表現　
A5 → SU(3) 1 A5 → SO(3)

A5 → SU(3) 1 A5 → SO(3)

PSL(2, 7) → SU(3) 0 PSL(2, 7) → SO(6)

PSL(2, 7) → SU(3) 0 PSL(2, 7) → SO(6)

A5 → SU(4) 1 A5 → SO(4)

A5 → SU(5) 1 A5 → SO(5)

A6 → SU(5) 1 A6 → SO(5)

A6 → SU(5) 1 A6 → SO(5)

PSL(2, 11) → SU(5) 0 PSL(2, 11) → SO(10)

PSL(2, 11) → SU(5) 0 PSL(2, 11) → SO(10)

PSU(4, 2) → SU(5) 0 PSU(4, 2) → SO(10)

PSU(4, 2) → SU(5) 0 PSU(4, 2) → SO(10)

A7 → SU(6) 1 A7 → SO(6)

PSL(2, 7) → SU(6) 1 PSL(2, 7) → SO(6)

PSU(4, 2) → SU(6) 1 PSU(4, 2) → SO(6)

U(3, 3) → SU(6) −1 U(3, 3) → SO(12)

表 1: 次数 6以下の非可換な単純群の既約な複素表現と実表現の対応表

表 1より，以下の命題を得ることができる．

命題 1.3.7. Gを非可換な有限特性単純群とする．
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• Gが 3次元の既約な R[G]-加群をもつならば，GはA5と同型である．

• Gが 4次元の既約な R[G]-加群をもつならば，GはA5と同型である．

• Gが 5次元の既約なR[G]-加群をもつならば，GはA5あるいはA6のいずれかに同型
である．

• Gが 6次元の既約な R[G]-加群をもつならば，Gは A5 × A5，A7，PSL(2, 7)あるい
は PSU(4, 2)のいずれかに同型である．

1.4 Z2-ホモロジー球面上のA6と SL(2, 9)の作用

この節を通して，G = A6，G̃ = SL(2, 9)とし，Σは効果的なGあるいは G̃-作用をもつ
Z2-ホモロジー球面とする．G̃はGの 2重被覆群であるので，

|Z(G̃)| = 2かつ G̃/Z(G̃) ∼= G

が成立する．既約な R[G]-加群は同型を除いて 7個存在し，それらを

RG, V5.1, V5.2, V8.1, V8.2, V9, V10

で表す．ここで，
dimRG = 1, dimVk.i = dimVk = k

である．
次の表 2は補題 1.4.1の証明に必要なGの部分群H による既約なR[G]-加群 V のH-不動

点集合の次元 dimV H が記載された表である．

E C2 D8 C3 × C3 S4 S4 (C3 × C3) ⋊ C4 G

RG 1 1 1 1 1 1 1 1

V5.1 5 3 1 1 1 0 0 0

V5.2 5 3 1 1 0 1 0 0

V8.i(i = 1, 2) 8 4 1 0 0 0 0 0

V9 9 5 2 1 1 1 1 0

V10 10 4 0 2 0 0 0 0

表 2: 既約な R[G]-加群の不動点集合の次元
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表 2におけるGの部分群は

C2 = 〈(3, 5)(4, 6)〉

D8 = 〈(3, 5)(4, 6), (3, 6)(4, 5), (1, 2)(3, 5)〉

C3 × C3 = 〈(1, 3, 2)(4, 5, 6), (1, 2, 3)(4, 5, 6)〉

S4 = 〈(4, 5, 6), (1, 2)(3, 4, 6, 5)〉

S4 = 〈(1, 3, 6)(2, 5, 4), (1, 2)(3, 4, 6, 5)〉

(C3 × C3) ⋊ C4 = 〈(4, 5, 6), (1, 2)(3, 4, 6, 5)〉

G = 〈(1, 2, 3, 4, 5), (4, 5, 6)〉

によって定められる部分群である．S4は S4と同型であるがA6において共役ではない部分
群であり，

S4 ∩S4 = D8 かつ 〈S4,S4〉 = G

を満たす．
補題 1.4.1. (cf. [1, Lemma 3.1]) GがΣに 0 < |ΣG| <∞を満たすように作用していると
する．F を接空間加群 Tx(Σ)が

V5.1，V5.2，V9，V10

により生成されているG-不動点 x全体の集合とする．このとき，F は偶数個の点から成る
集合である．
証明. 各 x ∈ F に対して，x上の接空間加群 Tx(Σ)は，非負整数 a1，a2，b，cを用いて

Tx(Σ) ∼= V ⊕a1
5.1 ⊕ V ⊕a2

5.2 ⊕ V ⊕b
9 ⊕ V ⊕c

10

と表すことができる．また，表 2と 0 < |ΣG| <∞という仮定により，G-不動点 xが x ∈ F

であることの必要十分条件が

dimTx(Σ)D8 = dimTx(Σ)S4 + dimTx(Σ)S4

が成り立つことであることに注意する．x ∈ ΣGとGの部分群H に対して，ΣH
x で xを含

むΣH の連結成分を表す．また，ΣH
F でG-不動点 yが F を動いたときのΣH

y の非交和を表
す．すなわち，

ΣH
F =

⊔
y∈F

ΣH
y

である．次の 4つの場合に分けて，F が偶数個の点から成る集合であることを示す．
(A) 　ある x ∈ F に対して，dimTx(Σ)D8 = 0が成立する．

(B) 　ある x ∈ F に対して，dimTx(Σ)D8 = dimTx(Σ)S4 > 0が成立する．

(C) 　ある x ∈ F に対して，dimTx(Σ)D8 = dimTx(Σ)S4 > 0が成立する．
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(D) 　すべての x ∈ F に対して，dimTx(Σ)S4 > 0かつ dimTx(Σ)S4 > 0が成立する．

(A)の場合の証明．補題 1.2.2より，|ΣD8 | = 2である．このとき，F = ΣGが成り立つこ
とに注意する．S4とS4は G に属するので，系 1.2.6より，|ΣS4 | 6= 1かつ |ΣS4 | 6= 1であ
る．よって，

ΣD8 = ΣS4 ∩ΣS4 = ΣG = F

が成立し，F は 2点から成る集合であることを得る．
(B)の場合の証明．補題 1.2.2より，ΣD8 は Z2-ホモロジー球面である．

dimTx(Σ)D8 = dimTx(Σ)S4 > 0

の仮定より，
ΣS4 ⊂ ΣD8 = ΣS4

x

が成り立つので，ΣS4 はΣD8 と一致する．従って，

ΣG = ΣS4 ∩ΣS4 = ΣD8 ∩ΣS4 = ΣS4

が成立する．ΣG = ΣS4 は有限集合かつΣD8 = ΣS4 であるので，表 7より，F とΣGが一
致することがわかる．S4は G2

2 に属するので，命題 1.2.5より，χ(ΣS4)は偶数である．従っ
て，F = ΣG = ΣS4 は偶数個の点から成る集合である．

(C)の場合の証明．(B)の場合の証明における S4とS4を入れ替えることによって，全く
同様の議論により F = ΣG = ΣS4 が偶数個の点から成る集合であることを証明することが
できる．

(D)の場合の証明．初めにΣS4
F ∩ΣS4

F = F であることを示す．F ⊂ ΣS4
F ∩ΣS4

F であるこ
とは明らかであるので，ΣS4

F ∩ΣS4
F ⊂ F であることを示す．そのためには各 x ∈ F に対し

て，ΣS4
x ∩ΣS4

x ⊂ F であることを示せば良い．x ∈ F に対して，接空間加群 Tx(Σ)は，あ
る非負整数 a1，a2，b，cを用いて，

V ⊕a1
5,1 ⊕ V ⊕a2

5,2 ⊕ V ⊕b
9 ⊕ V ⊕c

10

と表せることを思い出す．n1，n2，n3，n4，n5を以下の等式

dimΣ = 5a1 + 5a2 + 9b+ 10c = 5n1 + 5n2 + 8n3 + 9n4 + 10n5,

dimΣC2 = 3a1 + 3a2 + 5b+ 4c = 3n1 + 3n2 + 4n3 + 5n4 + 4n5,

dimΣD8 = a1 + a2 + 2b = n1 + n2 + n3 + 2n4,

dimΣS4
x = a1 + b = n1 + n4,

dimΣS4
x = a2 + b = n2 + n4
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を満たす非負整数とする．(D)の場合において，

Σ，ΣC2，ΣD8，ΣS4
x ，ΣS4

x

は連結であり，正方行列 

5 5 8 9 10

3 3 4 5 4

1 1 1 2 0

1 0 0 1 0

0 1 0 1 0


の行列式は 0ではないので，非負整数 n1，n2，n3，n4，n5 は一意に定まる．このことは
任意の y ∈ ΣS4

x ∩ ΣS4
x に対して，Ty(Σ)と Tx(Σ)が同型であることを意味する．従って，

ΣS4
x ∩ΣS4

x ⊂ F であることがわかる．(D)の場合において，ΣS4
F とΣS4

F の各連結成分は正
の次元であり，ΣS4

F とΣS4
F はΣD8 において有限個の点から成る集合ΣS4

F ∩ΣS4
F = F で横

断的に交わる．このとき，命題 1.2.11より，ΣS4
F ∩ΣS4

F = F は偶数個の点から成る集合で
ある．

コメント 1. 補題 1.4.1の証明は [Tam20, Lemma 3.1]に基づいて証明している．[1]の初稿
では，(B)の場合の証明に過ちがあることをレフェリーに指摘していただいた．出版時，訂
正した証明が上記のものである．

系 1.4.2. (cf. [1, Corollary 3.2]) Σ上のGの odd-fixed-point actionが存在するならば，接
空間加群 Tx(Σ)が 8次元の既約な R[G]-加群を含むような x ∈ ΣGが奇数個存在する．

証明. 仮定より |ΣG| ≡ 1 mod 2である．特に，ΣGは空でない有限集合であるので，各G-

不動点上の接空間加群は
V5.1，V5.2，V8.1，V8.2，V9，V10

により生成される．補題 1.4.1によると，接空間加群が

V5.1，V5.2，V9，V10

により生成されるG-不動点が存在するならばその個数は偶数であるので，V8.1あるいは V8.2

を接空間加群に部分加群として含むようなG-不動点は奇数個存在することが従う．

次の系 1.4.3は命題 1.2.7と系 1.4.2を併せることにより直ちに従う．

系 1.4.3. (cf. [1, Corollary 3.3]) Xを効果的なG-作用をもつホモロジー球面とする．X上
のGの odd-fixed-point actionが存在するならば，各 x ∈ XG上の接空間加群 Tx(X)は 8次
元の既約な R[G]-加群を含まなければならない．

定理 1.4.4. (cf. [1, Theorem 3.4]) Σ 上の Gの odd-fixed-point actionが存在するならば，
Σの次元は [0..7] ∪ [9..12] ∪ {14, 15} ∪ {19, 20}に属さない．
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証明. T = [0..7] ∪ [9..12] ∪ {14, 15} ∪ {19, 20}とおく．このとき，T は非負整数の集合

Z≥0 \ { 5k + 8l + 9m+ 10n | (k, l,m, n) ∈ Z≥0 × N× Z≥0 × Z≥0 }

と一致することに注意する．仮定より |ΣG| ≡ 1 mod 2であるので，各G-不動点上の接空間
加群は

V5.1，V5.2，V8.1，V8.2，V9，V10

により生成される．Σの次元がTに属することは，全てのG-不動点上の接空間加群が8次元の
既約なR[G]-部分加群を含まないことを意味する．一方で，系 1.4.2によると |ΣG| ≡ 1 mod 2

ならば，あるG-不動点での接空間加群は 8次元の既約なR[G]-部分加群を含まなければなら
ないので，Σの次元は T には属さないことがわかる．

先程の Σ 上の Gの odd-fixed-point actionに関する結果を応用して，Σ 上の G̃の odd-

fixed-point actionについて議論する．
既約な R[G̃]-加群は同型を除いて 13個存在し，それらを

R
G̃
, Ṽ5.1, Ṽ5.2, Ṽ8.1, Ṽ8.2, Ṽ9, Ṽ10, W8.1, W8.2, W16.1, W16.2, W20.1, W20.2

で表す．ここで，
dimR

G̃
= 1, dim Ṽk.i = dim Ṽk = dimWk.i = k

である．中心 Z(G̃)に対して，

Ṽ
Z(G̃)
∗ ∼= V∗ かつW

Z(G̃)
∗ = {0}

が成立する．ここで，V∗は Ṽ∗に対応する既約な R[G]-加群を表している．R[G̃]-加群 Ṽ が
忠実であるならば，Ṽ は

W8.1, W8.2, W16.1, W16.2, W20.1, W20.2

のいずれかを部分加群として含まなければならないことに注意する．

命題 1.4.5. (cf. [1, Proposition 3.5]) Σ上の G̃の odd-fixed-point actionが存在するならば，
接空間加群 Tx(Σ)が Ṽ8.1あるいは Ṽ8.2を含むような x ∈ ΣG̃が奇数個存在する．

証明. 中心 Z(G̃)を Zとおくと，Ṽ Z
8.i

∼= V8.i (i = 1, 2)が成立する．さらに，仮定より Z2-ホ
モロジー球面ΣZ上のGの odd-fixed-point actionが存在する．系 1.4.2によると，接空間加
群 Tx(ΣZ)が V8.1あるいは V8.2を含むような x ∈ (ΣZ)Gが奇数個存在する．ΣG̃ = (ΣZ)G

かつ任意の y ∈ ΣG̃に対して，Ty(ΣZ)は Ty(Σ)Z と R[G]-加群として同型であるので，接
空間加群 Ty(Σ)が Ṽ8.1あるいは Ṽ8.2を含むような y ∈ ΣG̃は奇数個存在する．

定理 1.4.6. (cf. [1, Theorem 3.6]) Σ上の G̃の効果的な odd-fixed-point actionが存在する
ならば，Σの次元は [0..15] ∪ [17..20] ∪ {22, 23} ∪ {27}に属さない．
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証明. T = [0..15] ∪ [17..20] ∪ {22, 23} ∪ {27}とおく．このとき，T は非負整数の集合

Z≥0 \
⋃

α=8,16,20

{ 5i+ 8j + 9k + 10l + αm | (i, j, k, l,m) ∈ Z≥0 × N× Z≥0 × Z≥0 × N }

と一致することに注意する．仮定より，|ΣG̃| ≡ 1 mod 2であるので，命題 1.4.5より，接空
間加群 Tx(Σ)が Ṽ8.1あるいは Ṽ8.2を含むような x ∈ ΣG̃が奇数個存在する．さらに，Σ上
の G̃-作用は効果的であるので，各 y ∈ ΣG̃上の接空間加群 Ty(Σ)は

W8.1, W8.2, W16.1, W16.2, W20.1, W20.2

の少なくとも一つを含まなければならない．Σの次元が T に属するならば，全ての G̃-不動
点上の接空間加群が 8次元の既約なR[G̃]-加群を含まないか忠実でないかのいずれかが成立
することになる．これは Σ 上の G̃の効果的な odd-fixed-point actionが存在するという仮
定に反するので，Σの次元は T には属さない．

1.5 ホモロジー球面上の S6, PGL(2, 9), M10, Aut(A6)の作用

この節を通して，GはAut(A6)とする．Gは S6，PGL(2, 9)，M10に同型な指数 2の部分
群をもち，それらの部分群に含まれる指数 4の部分群としてA6と同型な部分群をもつ．そ
こで，S6に同型なGの部分群をH1，PGL(2, 9)に同型なGの部分群をH2，M10に同型な
Gの部分群をH3，A6に同型なGの部分群を Lでそれぞれ表す．Σ は，G，H1，H2，H3

のいずれかの作用をもつホモロジー球面とする．

補題 1.5.1. (cf. [1, Corollary 4.2]) K を G，H1，H2．H3 のいずれかとする．このとき，
ΣK が奇数個の点から成る集合であることと，ΣLが奇数個の点から成る集合であることは
同値である．

証明. LとH3 が命題 1.2.7の条件 (A)と (B)を満たすことに気をつけると，系 1.2.10を 1

あるいは 2回適用することにより，|ΣK | ≡ 1 mod 2と |ΣL| ≡ 1 mod 2が同値であることが
従う．

K をG，H1，H2．H3のいずれかとする．補題 1.5.1と系 1.4.3より，Σ上のK の odd-

fixed-point actionが存在するならば，各 x ∈ ΣGに対して，ResKL Tx(Σ)は 8次元の既約な
R[L]-部分加群を含む必要がある．そこで，以下に既約なR[K]-加群U∗のLへの制限ResKL U∗

を既約な R[L]-加群に分解したときの対応の表を記載する．

U∗ RH1 R±,H1 U5.i(i=1,2) U5.j(j=3,4) U9.i(i=1,2) U10.i(i=1,2) V16

ResH1
L U∗ RL RL V5.1 V5.2 V9 V10 V8.1 ⊕ V8.2

表 3: 既約な R[H1]-加群の Lへの制限
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U∗ RH2 R±,H2 U8.i(i=1,2) U8.j(j=3,4) U9.i(i=1,2) U10.i(i=1,2) U10.3

ResH2
L U∗ RL RL V8.1 V8.2 V9 V10 V5.1 ⊕ V5.2

表 4: 既約な R[H2]-加群の Lへの制限

U∗ RH3 R±,H3 U9.i(i=1,2) U10 U16 U20.i(i=1,2)

ResH3
L U∗ RL RL V9 V5.1 ⊕ U5.2 V8.1 ⊕ U8.2 V ⊕2

10

表 5: 既約な R[H3]-加群の Lへの制限

U∗ Rk(k=1,2,3,4) U9.k(k=1,2,3,4) U10.i(i=1,2) U16.i(i=1,2) U20

ResGLU∗ RL V9 V5.1 ⊕ U5.2 V8.1 ⊕ U8.2 V ⊕2
10

表 6: 既約な R[G]-加群の Lへの制限

表 3, 4, 5, 6において，Vk 及び Vk.iの表記は節 1.4での既約な R[L]-加群の表記を用いて
いる．非負整数の集合 TH1，TH2，TH3，TGをそれぞれ以下のように定める:

TH1 = [0..15] ∪ [17..20] ∪ [22..24] ∪ [27..29] ∪ {33} ∪ {38}

= Z≥0 \ { 5a+ 9b+ 10c+ 16d | (a, b, c, d) ∈ Z≥0 × Z≥0 × Z≥0 × N },

TH2 = [0..7] ∪ [9..15] ∪ [19..23] ∪ [29..31] ∪ {39}

= Z≥0 \ { 8a+ 9b+ 10c | (a, b, c) ∈ N× Z≥0 × Z≥0 },

TH3 = [0..15] ∪ [17..24] ∪ [27..31] ∪ {33} ∪ [37..40] ∪ {47} ∪ {49}

= Z≥0 \ { 9a+ 10b+ 16c+ 20d | (a, b, c, d) ∈ Z≥0 × Z≥0 × N× Z≥0 },

TG = [0..15] ∪ [17..24] ∪ [27..31] ∪ {33} ∪ [37..40] ∪ {47} ∪ {49}

= Z≥0 \ { 9a+ 10b+ 16c+ 20d | (a, b, c, d) ∈ Z≥0 × Z≥0 × N× Z≥0 }.

H1，H2，H3，Gの既約な実加群のLへの制限の表と TH1，TH2，TH3，TGの定め方より
次の定理を得ることができる．

定理 1.5.2. (cf. [1, Theorem 4.3]) KをH1，H2，H3，Gのいずれかとする．Σ上のKの
odd-fixed-point actionが存在するならば，Σの次元は TK に属さない．

証明. 仮定より |ΣK | ≡ 1 mod 2であるので，補題 1.5.1と系 1.4.3より，各 x ∈ ΣK 上の接
空間加群のLへの制限ResKL Tx(Σ)は 8次元の既約なR[L]-加群を含まなければならない．し
かしながら，もしΣの次元が TKに属するならば，すべての y ∈ ΣKに対して，ResKL Ty(Σ)

は 8次元の既約な R[L]-部分加群を含まない．従って，Σの次元は TK に属さないことがわ
かる．
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1.6 6次元以下のホモロジー球面上のA5-作用の不動点集合について

この節では，6次元以下のホモロジー球面上のA5-作用による不動点集合ついて調べるこ
とが目標である．この節を通して，Gは有限群，ΣはG-作用をもつホモロジー n-球面とす
る．さらに，Σ 上の G-作用は効果的であり，ΣGは空ではないと仮定する．特に記載がな
い限りは，ΣはA5-作用をもっていると仮定する．
この節で必要となる有限群A5に関する情報を以下に記載する．A5は共役なものを除くと

E, C2, C3, D4, C5, D6, D10, A4, A5

の 9個の部分群をもつ．既約な R[A5]-加群は同型を除いて 5個存在し，それらを

RA5，U3.1，U3.2，U4，U5

で表す．ここで，
dimRA5 = 1, dimUk.l = dimUk = k

である．
ΣのA5-作用による不動点集合について調べるためには，不動点上の接空間加群を調べる

必要がある．そのために，既約な R[A5]-加群 V のA5の部分群H による不動点集合の次元
dimV H の情報が必要である．以下の表 7にその情報を記載してある．表 7は [27, Table 1.1]

から引用している．

C2 C3 C5 D4 D6 D10 A4 A5

RA5 1 1 1 1 1 1 1 1

U3.1 1 1 1 0 0 0 0 0

U3.2 1 1 1 0 0 0 0 0

U4 2 2 0 1 1 0 1 0

U5 3 1 1 2 1 1 0 0

表 7: 既約な R[A5]-加群の不動点集合の次元の表

命題 1.6.1. M を効果的なG-作用をもつ Z2-ホモロジー 3-球面とする．χ(ΣG)が奇数なら
ば，GはA5と同型であり，|MG| = 1である．特に，MA5 は 1点あるいは 2点集合のいず
れかである．

証明. V を x ∈MG上の接空間加群とする．V は忠実な 3次元のR[G]-加群であるので，G
はO(3)のある有限部分群と同型である．初めに，Gが SO(3)の部分群である場合を考える．
このとき，Gは

Cn, D2n, A4, S4, A5

のいずれかに同型である．Gが SO(3)の可解部分群ならば，Gは G2
2 に属するので，命題

1.2.5の主張により，χ(MG)は偶数である．従って，χ(MG)が奇数であるならば，GはA5
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と同型であり，V は 3次元の既約なR[G]-加群でなければならない．表 7より，dimV D4 = 0

であるので，補題 1.2.2を用いるとMD4 は S0と微分同相である．χ(MG)が奇数という仮
定により，|MG| = 1でなければならない．
次にGが SO(3)に含まれないO(3)の部分群である場合を考える．このとき，Gの正規部

分群 Zで位数 2のものが存在する．補題 1.2.2より，MZ はある 2次元以下の球面と微分同
相であるので，MG = (MZ)G/Z もある 2次元以下の球面に微分同相であることが補題 1.2.3

より従う．以上より，χ(ΣG)が奇数ならば，Gは A5と同型であり，|MG| = 1であること
が従う．

命題 1.6.2. Σの次元が 4ならば，ΣA5 は S0か S1のいずれかと同型である．

証明. V をx ∈ ΣA5上の接空間加群とする．表 7より，V はU4あるいはRA5 ⊕U3.iのいずれ
かに同型である．まず初めに，V がU4と同型である場合を考える．表 7より，dimV C5 = 0

であるので，|ΣC5 | = 2である．従って，|ΣA5 | = 1あるいは 2のいずれかである．ΣA5 = {x}
であると仮定する．xを含むようなΣD6 の連結成分をΣD6

x で表す．このとき，ΣD6
x とΣD4

はそれぞれ 1次元の連結な閉多様体であり，2次元の球面 ΣC2 において，1点集合 {x}で
横断的に交わる．しかしながら，命題 1.2.11は ΣD6

x ∩ ΣD4 = {x}に対する矛盾を与える．
よって，|ΣA5 | = 2であることが従う．
次に，V がRA5 ⊕U3.1である場合を考える．この場合，dimV A5 = ΣD4 = 1であるので，

補題 1.2.2より，ΣA5 は S1と微分同相であることがわかる．

命題 1.6.3. Σの次元が 5ならば，ΣA5 はある 2次元以下の球面と微分同相である．

証明. V を x ∈ ΣA5 上の接空間加群とする．表 7より，V は R⊕2
A5

⊕ U3.i，RA5 ⊕ U4あるい
は U5のいずれかに同型である．それぞれの場合に関して，ΣA5 がある 2次元以下の球面と
微分同相となることを示そう．
V ∼= R⊕2

A5
⊕ U3.i である場合．dimV D4 = dimV A5 = 2 であるので，補題 1.2.2 より，

ΣA5 = ΣD4 は 2次元球面と微分同相である．
V ∼= RA5 ⊕U4である場合．dimV C5 = dimV A5 = 1であるので，補題 1.2.2より，ΣA5 =

ΣC5 は 1次元球面と微分同相である．
V ∼= U5である場合．dimV D4 = 2であるので，補題 1.2.2より，ΣD4は 2次元球面と微分

同相であり，A4/D4-作用をもつ．補題 1.2.3と dimV A4 = 0を併せると，|ΣA4 | = 2である
ことが従うので，|ΣA5 | = 1あるいは 2である．ΣA5 = {x}であると仮定する．ΣD6

x でΣD6

の xを含む連結成分を表すと，ΣD6
x は 1次元の球面と微分同相であり，ΣD6

x ∩ΣD4 = {x}
を満たす．このとき，ΣD4 とΣD6

x は Z2-ホモロジー 3-球面ΣC2 において，1点集合 {x}で
横断的に交わっている．しかしながら，命題 1.2.11はΣD4 ∩ΣD6

x = {x}であることの矛盾
を与える．従って，|ΣA5 | = 2でなければならない．以上より，全ての場合において，ΣA5

はある 2次元以下の球面と微分同相であることを得た．

命題 1.6.4. Σの次元が 6次元ならば，次の 3つのいずれかが成立する．
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• ΣA5 は 3次元以下の Z2-ホモロジー 3-球面である．

• ΣA5 は幾らかの S1の非交和である．

• ΣA5 は 1点集合である．

特に，Σ上のA5-作用が 2-pseudofreeであるならば，|ΣA5 | = 1あるいは 2である．

証明. V を x ∈ ΣA5上の接空間加群とする．表 7より，V は次のいずれかの 6次元のR[A5]-

加群に同型である．

R⊕3
A5

⊕ U3.i, R⊕2
A5

⊕ U4, RA5 ⊕ U5, U3.i ⊕ U3.j .

ここで，Σ 上の A5-作用が 2-pseudofreeであるならば，V は U3.i ⊕ U3.j に同型でなければ
ならないことに注意する．
V ∼= R⊕3

A5
⊕U3.iである場合．dimV A5 = dimV D4 = 3であるので，補題 1.2.2より，ΣA5

は Z2-ホモロジー 3-球面である．
V ∼= R⊕2

A5
⊕ U4である場合．dimV A5 = dimV C5 = 2であるので，補題 1.2.2より，ΣA5

は 2次元球面と微分同相である．
V ∼= RA5 ⊕ U5である場合．命題 1.2.7より，任意の y ∈ ΣA5 の対して，V ∼= Ty(Σ)であ

る．連結な 1次元の閉多様体は S1と微分同相であるので，ΣA5 は幾らかの S1の非交和で
ある．
V ∼= U3.i ⊕ U3.j である場合．dimV D4 = 0であるので，補題 1.2.2より，|ΣD4 | = 2であ

る．従って，|ΣA5 | = 1あるいは 2である．

この節の最後にA5を正規部分群にもつ有限群Gのホモロジー 6-球面上の odd-fixed-point

actionについて論じる．そのために 5次対称群 S5に関する情報を以下に記載する．
既約な R[S5]-加群は同型を除いて 7個存在し，それらを

RS5 , R±,S5 , V4.1, V4.2, V5.1, V5.2, V6

で表す．ここで，

dimRS5 = dimR±,S5 = 1, dimVk.l = dimVk = k

である．それらの既約 R[S5]-加群の A5への制限は，[29, Chapter 4, Theorem 4.1, p.5]に
よると，

ResS5
A5

RS5
∼= ResS5

A5
R±,S5

∼= RA5，ResS5
A5
V4.1 ∼= ResS5

A5
V4.2 ∼= U4，

ResS5
A5
V5.1 ∼= ResS5

A5
V5.2 ∼= U5 ResS5

A5
V6 ∼= U3.1 ⊕ U3.2.

で与えられる．
位数 2の S5部分群でA5に含まれないものを Z2で表し，C2，C3，C5でA5に含まれる S5

の非自明な巡回部分群を表す．ここで，S5は共役なものを除くと，Z2，C2，C3，C5を非
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自明な巡回部分群として含むことに注意する．V6はR[A5]-加群 U3.1から誘導される，つま
り，V6 ∼= R[S5]⊗R[A5] U3.1である．従って，S5の非自明な巡回部分群による V6の不動点集
合の次元の表 8を得ることができる.

Z2 C2 C3 C5

V6 3 2 2 2

表 8: 非自明な巡回群による V6の不動点集合の次元の表

定理 1.6.5. (cf. [2, 命題 3.5]) F を有限群，G = A5 ⋆ F とし，Σ を効果的な G-作用をも
つホモロジー 6-球面とする．Σ 上の G-作用は Σ の向きを保ち，χ(ΣG)が奇数であると仮
定する．このとき，GはA5と同型であり，Σ上のG-作用は 2-pseudofreeな one-fixed-point

actionである．さらに，その唯一の不動点上の接空間加群は 3次元の既約なR[A5]-加群の 2

つの直和と同型である．

証明. 命題 1.6.4より，χ(ΣG)が奇数となり得る可能性があるのは，ΣA5がZ2-ホモロジー 3-

球面である場合か，|ΣA5 | = 1である場合のいずれかである．これらの場合において，x ∈ ΣA5

上の接空間加群 V の A5への制限 ResGA5
V はそれぞれ R⊕3

A5
⊕ U3.iあるいは U3.i ⊕ U3.j に同

型であることに注意する．まず初めにΣA5 が Z2-ホモロジー 3-球面である場合に χ(ΣG)が
奇数とはなり得ないことを示そう．ρ : G→ SO(V )を x上の接空間表現とすると，A5はG

の正規部分群であるので，ρは 2つの部分表現

ρA5 : G→ O(V A5)と ρA5 : G→ O(VA5)

に分解することができる．ここで，V = V A5 ⊕ VA5 かつ dimV A5 = dimVA5 = 3を満たす.

H = ker ρA5とすると，A5 ⊴ H ⊴ Gが成立する．さらに，ρA5 |Hは自明であり，ρ|Hは忠実
かつ向きを保つので，ρA5 |H は忠実かつ向きを保つ．従って，Hは SO(3)のある有限部分群
と同型である．SO(3)の有限部分群の中でA5は極大であるので，H はA5と一致し，V A5

は 3次元の忠実な R[F ]-加群であることがわかる．ΣG = (ΣA5)F のオイラー標数が奇数で
あるという仮定より，命題 1.6.1を用いると，F はA5と同型であり，(ΣA5)F = ΣG = {x}
でなければならないことが判明する．そこで，F をFA5で表すことにすると，G = A5 ⋆FA5

はA5 × FA5 と同型である．さらに，V は 6次元の忠実な R[G]-加群であるので，V は

U3.i ⊗ R′
A5

⊕ RA5 ⊗ U ′
3.j

と同型でなけらばならない．ここで，R′
A5
は 1次元の R[FA5 ]-加群であり，U ′

3.j は 3次元の
既約な R[FA5 ]-加群である．従って，ΣA5 とΣFA5 は共に Z2-ホモロジー 3-球面であり，そ
れらは唯一の不動点 xでΣにおいて横断的に交わっていることがわかる．しかしながら，命
題 1.2.11の主張によると，ΣA5 ∩ΣFA5 = {x}とはなり得ないことが従う．よって，ΣA5 が
Z2-ホモロジー 3-球面である場合は，χ(ΣG)は奇数とはなり得ない．
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次に，|ΣA5 | = 1である場合に Gが A5 と同型であることを示す．Gが A5 と同型であ
ることを示すためには任意の素数 pに対して，A5 が [G : A5] = pとなる有限群 Gに拡張
されないことを示せれば良い．A5 の外部自己同型群 Out(A5)は位数 2であるので，Gは
A5 ×Cpあるいは S5のいずれかと同型である．最初にGがA5 ×Cpと同型である場合を考
える．V 上のG-作用は効果的かつ向きを保つので，V は 3次元の既約なR[A5]-加群 U3.iと
2次元の忠実なR[Cp]-加群W とのテンソル積 U3.i ⊗W により与えられる．このとき，V Cp

は自明であるので，補題 1.2.2よりΣCp は S0と微分同相であり，A5-作用をもつ．従って，
ΣG = (ΣCp)A5 は S0と微分同相であり，χ(ΣG) ≡ 1 mod 2である仮定に矛盾する．次にG

が S5に同型である場合を考える．このとき，V は V6と同型であることに注意する．表 8に
よると，dimV Z2

6 = 3であり，これはΣ 上のG-作用がΣ の向きを保たないことを意味し，
Σ上のG-作用がΣの向きを保つという仮定に矛盾する．以上より，GはA5と同型であり，
唯一のG-不動点上の接空間加群は，3次元の既約な R[A5]-加群の 2つの直和と同型である
ことを得ることができる．Σ上のG-作用が 2-pseudofreeであることを示すためには，V 上
の G-作用が 2-pseudofreeであることを示せば良い．表 7によると，すべての A5の非自明
な巡回部分群 C に対して，dimV C ≤ 2が成立するので，V 上のG-作用は 2-pseudofreeで
あることがわかる．

定理 1.6.6. (cf. [2, 系 3.6]) F を有限群，G = A5 ⋆ F とし，Σを効果的なG-作用をもつホ
モロジー 6-球面とする．Σ上のG-作用はΣの向きを保たず，χ(ΣG)は奇数であると仮定す
る．このとき，Gは A5 × C2あるいは S5と同型であり，Σ 上の G-作用は 3-pseudofreeな
one-fixed-point actionである．

証明. Σ上のG-作用はΣの向きを保たないので，Gの指数 2の部分群Lであり，Σ上のL-

作用がΣの向きを保つものが存在する．補題 1.2.1より，χ(ΣL)は奇数であり，ある有限群
F ′を用いて，Lは A5 ⋆ F

′と表すことができる．定理 1.6.5によると，Lは A5と同型であ
り，ΣL = {x}でなければならないので，Gは S5あるいはA5×Zと同型であり，ΣG = {x}
である．ここで，Z は位数 2の群である．初めにGが S5と同型である場合にΣ上のG-作
用が 3-pseudofreeであることを示す．定理 1.6.5より，Tx(Σ)は V6 と同型であることに注
意する．表 8より，非自明な Gの巡回部分群 C に対して，dimV C

6 ≤ 3であるので，Σ 上
のG-作用は 3-pseudofreeである．次にGが A5 × Z と同型である場合に Σ 上のG-作用が
3-pseudofreeであることを示す．このとき，Tx(Σ)は

V = U3.i ⊗ RZ ⊕ U3.j ⊗ R±

と同型でなければならないことが容易にわかる．ここで，RZ は 1次元の自明なR[Z]-加群，
R±は 1次元の非自明な R[Z]-加群を表している．ResGA5

V ∼= U3.i ⊕ U3.j より，任意の非自
明な A5 の部分群 H に対して，dimV H ≤ 2が成立し，dimV Z = 3であるので，Σ 上の
A5 × Z-作用は 3-pseudofreeである．
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1.7 有限可解群のホモロジー 6-球面上の作用

この節での目標は，有限可解群Gがホモロジー 6-球面Σに作用するならば，オイラー標
数 χ(ΣG)が偶数になることを示すことである．この節の主張は，[2, 定理 1.4]にて記載され
ているものである．この節を通して，Gは有限可解群，Σは効果的なG-作用をもつホモロ
ジー 6-球面を表し，ΣGは空でないとする．

補題 1.7.1. (cf. [2, 補題 2.2]) Σ 上のG-作用はΣ の向き保つと仮定する．F (G)が巡回群
でないならば，χ(ΣG)は偶数である．

証明. V を x ∈ ΣG 上の接空間加群とする．F (G)は巡回群でないので，F (G)のある p-

Sylow部分群 P で巡回群でないものが存在する．dimV P ≤ 2であるならば，補題 1.2.2よ
り，ΣP は 2次元以下のある球面と微分同相であり，G/P -作用をもつ．この場合，補題 1.2.3

より，ΣGもある 2次元以下の球面と微分同相であるので，χ(ΣG)は偶数である．P が奇素
数 p冪位数で巡回群でない場合には，dimV P ≤ 2が成立する．P が巡回群でない 2-群かつ
dimV P = 3である場合を考える．このとき，ΣP は Z2-ホモロジー 3-球面であり，G/P -作
用をもつ．G/P は可解群であるので，χ(ΣG)が偶数であることが命題 1.6.1より従う．

補題 1.7.2. Zを位数が 1あるいは 2である中心Z(G)の部分群とする．Σ上のG-作用はΣ

の向きを保つと仮定する．このとき，以下の 2つが成立する．

(1) F (G/Z)が巡回群でないならば，χ(ΣG)は偶数である．

(2) G/Z が 2-群の冪零群による拡大ならば，χ(ΣG)は偶数である．

証明. まず |Z| = 1 である場合において，(1)と (2)の主張を示す．(1)の主張は補題 1.7.1よ
り直ちに従う．(2)の場合を考える．Gは 2-群 P2と冪零群N を用いて，G = N ⋆P2と表す
ことができる．このとき，N はGの Fitting部分群であるとして良い．χ(ΣG)が奇数であ
ると仮定する．補題 1.7.1より，N は巡回群であるため，Gは G2

2 に属する．このとき，命
題 1.2.5は χ(ΣG)が奇数である仮定に対する矛盾を与える．ゆえに，χ(ΣG)は偶数である．
次に |Z| = 2である場合を示す．まずは (1)の主張を示す．χ(ΣG)が奇数であると仮定し

よう．このとき，補題 1.7.1より，F (G)は巡回群なので，F (G/Z) = F (G)/Z も巡回群で
ある．従って，(1)の主張の対偶が示せたので，(1)の主張は正しい．
最後に |Z| = 2の場合において，(2)の主張を示す．G/Z は 2-群 P2 と冪零群 N を用い

て，G/Z = N ⋆ P2と表すことができる．このとき，N は G/Z の Fitting部分群であると
して良い．χ(ΣG)が奇数であると仮定しよう．補題 1.7.1より，F (G)は巡回群であるので，
N = F (G/Z) = F (G)/Zも巡回群である．補題 1.2.2より，ΣZ はN ⋆P2-作用をもつ Z2-ホ
モロジ球面である．N ⋆ P2は G2

2 に属するので，命題 1.2.5より，χ(ΣG)は奇数とはなり得
ない．従って，χ(ΣG)は偶数である．

補題 1.7.3. Gは SO(4)の有限可解部分群とし，Σ 上のG-作用は Σ の向きを保つとする．
このとき，χ(ΣG)は偶数である．
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証明. π : SO(4) → SO(3)×SO(3)を 2重被覆写像，idをSO(4)の恒等写像とする．−id 6∈ G

ならば G は π によって SO(3) × SO(3) のある有限部分群に同型に写されるので，G は
SO(3) × SO(3)のある有限可解部分群と同型である．−id ∈ GならばGは SO(3) × SO(3)

のある有限可解部分群の 2重被覆群である．すなわち，G/〈−id〉は SO(3)×SO(3)のある有
限可解部分群と同型である．このとき，補題 1.7.2と命題 1.3.5を併せることにより，χ(ΣG)

が偶数であることが従う．

補題 1.7.3の SO(4)の有限可解部分群に対する結果はO(4)の有限可解部分群の結果に拡
張することができる．

系 1.7.4. GはO(4)の有限可解部分群であり，Σ上のG-作用はΣの向きを保つとする．こ
のとき，χ(ΣG)は偶数である．

証明. Gの指数 1あるいは 2の部分群 Lで SO(4)に含まれるものが存在することに注意す
る．このとき，補題 1.7.3によると，χ(ΣL)は偶数である．補題 1.2.1より，χ(ΣG)も偶数
であることが従う．

定理 1.7.5. Gが可解ならば χ(ΣG)は偶数である．

証明. Σ 上の G-作用が Σ の向きを保つ場合に χ(ΣG)が偶数になることを示せば，向きを
保たない場合も χ(ΣG)が偶数となることが補題 1.2.1より従うので，Σ上のG-作用がΣの
向きを保つ場合のみを考える．χ(ΣG)が奇数であると仮定して矛盾を見出そう．Gは可解
であるので，F (G)は非自明であり，補題 1.7.1より，F (G)は非自明な巡回群である．V を
x ∈ ΣG上の接空間加群とし，ρ : G→ SO(V )を x上の接空間表現とする．F (G)はGの正
規部分群であるので，ρは 2つの部分表現

ρF (G) : G→ O(V F (G))と ρF (G) : G→ O(VF (G))

に分解できる．ここで，V = V F (G)⊕VF (G)である．K = ker ρF (G)と定める．ρ|Kは忠実か
つ向きを保ち，ρF (G)|Kは自明であるので，ρF (G)|Kは忠実かつ向きを保つ．従って，KはG

の正規部分群であり，SO(V F (G))のある有限部分群と同型であることがわかる．さらに，K
は ρF (G)の核であるので，G/KはO(VF (G))のある有限部分群と同型である．H = ker ρF (G)

と定めると，H は F (G)を含み，ρは忠実であるので，H ∩K = Eが成立する．非自明な
巡回群 F (G)が 6次元の忠実なR[G]-加群 V に向きを保つように作用しているので，V F (G)

の次元は 0，2，4のいずれかである．そこで，次の 3つの場合に分けて，χ(ΣG)が奇数であ
るという仮定への矛盾を見出そう．

( I ) ある x ∈ ΣGに対して，dimV F (G) = 4である．

(II) ある x ∈ ΣGに対して，dimV F (G) = 2である．

(III) 任意の x ∈ ΣGに対して，dimV F (G) = 0である．

29



( I )の場合の証明．Kが非自明であると仮定する．KはSO(4)のある有限可解部分群に同
型であるので，KのFitting部分群F (K)は非自明なKの特性部分群である．よって，F (K)

は Gの非自明な冪零正規部分群である．このとき，F (G) ∩ F (K) = E であるので，補題
1.3.1より F (G)F (K)は F (G)を真の部分群にもつGの冪零正規部分群になる．しかしなが
ら，このことは F (G)がGの最大の冪零正規部分群であることに矛盾する．従って，K は
自明でなければならない．このとき，G/KはO(2)の有限部分群なので，GはO(2)の有限
部分群である．O(2)の有限部分群は巡回群か二面体群であるので，命題 1.2.5より χ(ΣG)

は偶数である．よって，χ(ΣG)が奇数である仮定に矛盾する．
(II)の場合の証明．K が非自明であると仮定する．K は SO(2)のある有限部分群と同型

であるので，K は非自明な巡回群であることがわかる．F (G) ∩K = E であるので，補題
1.3.1より，F (G)Kは F (G)を真の部分群にもつGの冪零正規部分群である．これは F (G)

が最大の冪零正規部分群であることに反するので，Kは自明でなければならない．G/Kは
O(4)のある有限部分群と同型であったので，Gは O(4)のある有限可解部分群と同型であ
る．系 1.7.4より，χ(ΣG)は偶数であるはずなので，χ(ΣG)が奇数である仮定に矛盾する．

(III)の場合の証明．Gの部分群Lに対して，ΣL
T でX∩ΣG 6= ∅を満たすΣLの連結成分X

全体の非交和を表す．任意の x ∈ ΣGに対して，dimTx(Σ)F (G) = 0であるという仮定より，
Σ

F (G)
T はΣGと一致する．さらに，χ(ΣG)が奇数であるという仮定により，ΣF (G)

T は奇数個
の点から成る集合であることがわかる．F (G)が素数冪位数ならば，補題 1.2.2より，ΣF (G)

は S0と微分同相であり，ΣGも S0と微分同相となる．このことはχ(ΣG)が奇数であること
反するので，F (G)は素数冪位数ではない．Qを F (G)の非自明な p-Sylow部分群とすると，
F (G)はある奇数位数の巡回群 Z を用いて，Q× Z と表すことができる．dimV Q ≤ 2であ
るならば，補題 1.2.2より，ΣQは 2次元以下のある球面と微分同相であり，G/Q-作用をも
つ．この場合，補題 1.2.3より，ΣGはある 2次元以下の球面と微分同相であるので，χ(ΣG)

が奇数である仮定に矛盾する．従って，dimV Q = 4であるので，補題 1.2.2より，ΣQは連
結な 4次元の閉多様体である．各 x ∈ Σ

F (G)
T に対して，Tx(Σ)は Tx(Σ)Qと Tx(Σ)Z の直和

であり，dimTx(Σ)Q = 4かつ dimTx(Σ)Z = 2であることに注意する．このことはΣQと
ΣZ

T は奇数個の点から成る集合Σ
F (G)
T でΣにおいて横断的に交わっていることを意味する．

しかしながら，命題 1.2.11を用いると，ΣF (G)
T が偶数個の点から成る集合とはなり得ないこ

とがわかる．以上より，χ(ΣG)は偶数でなければならない．

1.8 GL(3,C)の有限部分群のホモロジー 6-球面上の作用

この節を通して，Gは有限群，Σ は効果的な G-作用をもつホモロジー 6-球面とし，ΣG

は空でないとする．この節での目標は，GL(3,C)の有限部分群 Gのホモロジー 6-球面上
の odd-fixed-point actionが存在するならば，Gは A5あるいは A5 × C2の one-fixed-point

actionに限られることを示すことである．節 1.7での議論より，Gが可解であるとき χ(ΣG)

が偶数であることを得たので，Σ上のGの効果的な odd-fixed-point actionを論じる際には，
Gは非可解な有限群であると仮定して良い．この節での主張は [2, 定理 1.5]にて記載されて
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いるものである．
SL(3,C)の非可解な有限部分群は以下のいずれかの有限群に同型であることが知られて

いる (参照. [12])．

• A5

• A5 × C3

• SL(2, 5) ⋆ C

• Ã6

• PSL(2, 7)

• PSL(2, 7) × C3

ここで，C はある有限巡回群を表している．
行列式をとる準同型写像

det : GL(n,C) → C∗ = C \ {0}; X 7→ detX

の核は SL(n,C)であるので，GL(n,C) = SL(n,C) ⋆C∗が成立することがわかる．C∗の有
限部分群は巡回群のみであるので，GL(n,C)の有限部分群Gは有限巡回群CのSL(3,C)の
有限部分群Lによる拡大である．よって，G = L⋆Cと表すことができる．従って，GL(3,C)

の非可解な有限部分群Gは次のいずれかの形で表される群と同型である．

• A5 ⋆ F

• SL(2, 5) ⋆ F

• Ã6 ⋆ F

• PSL(2, 7) ⋆ F

ここで，F はある有限可解群である．
以下，この節では上記の 4つのタイプの非可解な有限群に対するホモロジー 6-球面上の作

用について議論する．
SL(2, 5)はA5の 2重被覆群であるので，

|Z(SL(2, 5))| = 2かつ SL(2, 5)/Z(SL(2, 5)) ∼= A5

が成立する．既約な R[SL(2, 5)]-加群は同型を除いて 9個存在し，それらを

RSL(2,5), Ũ3.1, Ũ3.2, Ũ4, Ũ5, W4.1, W4.2, W8, W12
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で表す．ここで，

dimRSL(2,5) = 1, dim Ũk = dim Ũk.i = dimWk = dimWk.i = k

である．また，中心 Z(SL(2, 5))に対して，

Ũ
Z(SL(2,5))
∗ ∼= U∗ かつW

Z(SL(2,5))
∗ = {0}

が成立する．ここで，U∗は Ũ∗に対応する既約なR[A5]-加群である．定理 1.8.1を証明する
ためには，既約なR[SL(2, 5)]-加群のいくつかの SL(2, 5)の部分群による不動点集合の次元
の情報が必要である．表 9には定理 1.8.1の証明に必要な不動点集合の情報が記載されてい
る．表 9は [6, Table 4]から引用している．

E Z(SL(2, 5)) SL(2, 5)

RSL(2,5) 1 1 1

Ũ3.1 3 3 0

Ũ3.2 3 3 0

W4.1 4 0 0

W4.2 4 0 0

Ũ4 4 4 0

Ũ5 5 5 0

W8 8 0 0

W12 12 0 0

表 9: 既約な R[SL(2, 5)]-加群の不動点集合の次元の表

V が忠実なR[SL(2, 5)]-加群であるならば，V はW4.1，W4.2，W8，W12のいずれかを部
分加群として含まなければならないことに注意する．

定理 1.8.1. (cf. [2, 命題 3.1]) F を有限群，G = SL(2, 5) ⋆ F とする．このとき，ΣGはあ
る 2次元以下の球面と微分同相である．

証明. V を x ∈ ΣG 上の接空間加群とし，W = ResGSL(2,5)V とする．W は忠実であるの
で，W はR⊕2

SL(2,5)⊕W4.1あるいはR⊕2
SL(2,5)⊕W4.2のいずれかと同型である．表 9によると，

dimWZ(SL(2,5)) = 2である．Z(SL(2, 5)は SL(2, 5)の中心であるので，Z(SL(2, 5))は G

の正規部分群である．補題 1.2.2より，ΣZ(SL(2,5))は S2と微分同相であり，G/Z(SL(2, 5))-

作用をもつ．補題 1.2.3より定理 1.8.1の主張が従う．

既約な R[Ã6]-加群は同型を除いて 17個存在し，それらを

R
Ã6
, Ṽ5.1, Ṽ5.2, Ṽ8.1, Ṽ8.2, Ṽ9, Ṽ10，

W6.a, W12.b, W18.c, W30.d
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で表す．ここで，1 ≤ a ≤ 4, 1 ≤ b ≤ 2, 1 ≤ c ≤ 2, 1 ≤ d ≤ 2あり，

dimR
Ã6

= 1, dim Ṽk.i = dim Ṽk = Wk.i = k

である．Ã6はA6の 3重被覆群であるので，

|Z(Ã6)| = 3かつ Ã6/Z(Ã6) ∼= A6

が成立する．また，中心 Z(Ã6)に対して，

Ṽ
Z(Ã6)
∗ = Ṽ∗ かつWZ(Ã6) = {0}

が成立する．ここで，V∗は対応する既約なR[A6]-加群を表している．R[Ã6]-加群 Ṽ が忠実
であるならば，Ṽ は

W6.a, W12.b, W18.c, W30.d

のいずれかを部分加群として含まなければならないことに注意する．

定理 1.8.2. F を有限群，G = Ã6 ⋆ F とする．このとき，ΣGは S0と微分同相である．

証明. V を x ∈ ΣG上の接空間加群とし，U = ResG
Ã6
V とする．U は 6次元の忠実なR[Ã6]-

加群であるので，U はW6.a と同型であり，dimUZ(Ã6) = 0が成立する．補題 1.2.2より，
ΣZ(Ã6)は S0と微分同相であり，G/Z(Ã6)-作用をもつ．従って，ΣG = (ΣZ(Ã6))F も S0と
微分同相である．

最後に G = PSL(2, 7) ⋆ F である場合に Σ 上の Gの odd-fixed-point actionが存在しな
いことを示す．そのための準備として，次の補題を証明する必要がある．

補題 1.8.3. (cf. [2, 補題 3.3]) GをOliver群，V を V G = {0}を満たすR[G]-加群とし，X
をG-作用をもつホモロジー球面とする．Gの部分群の 3つ組 (H1,H2, P )であり， 次の条
件を満たすものが存在すると仮定する．

(1) H1とH2は Gに属し，H1とH2はGを生成する．

(2) P はH1 ∩H2の 2冪位数の部分群である．

(3) dimV P = dimV H1 + dimV H2 が成立する．

接空間加群 Tx(X)が V と同型となるようなG-不動点 xが存在するならばXG 6= {x}であ
る．さらなる仮定として，Gの素数冪位数の部分群Qであり，V Q = {0}を満たすものが存
在することを加える．このとき，接空間加群 Tx(X)が V と同型となるようなG-不動点 xが
存在するならば |XG| = 2である．

補題 1.8.3において，V G = {0}を満たす R[G]-加群 V に対して，補題 1.8.3の条件 (1)

～(3)を満たすような有限群Gの部分群の 3つ組 (H1,H2, P )が存在するとき，V は good
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splittingをもつという．補題 1.8.3の証明は，[24, Lemma 2.2, Lemma 2.3]での証明を参
考に行っている．

証明. XG = {x}かつ Tx(X)と V が R[G]-加群として同型であると仮定する．このとき，

XP ⊃ XH1 ∩XH2 = XG = {x}

が成立することに注意する．次の 4つの場合に分けて矛盾が生じることを示す．

(A) dimV P = 0．

(B) dimV P = dimV H1 > 0．

(C) dimV P = dimV H2 > 0．

(D) dimV H1 > 0かつ dimV H2 > 0．

(A)の場合の証明．補題 1.2.2より，XP は S0と微分同相である．つまり，XP = {x, y}
(x 6= y)である．H1 と H2 は G に属しているので，系 1.2.6を用いると，|XH1 | 6= 1かつ
|XH2 | 6= 1であることがわかる．このとき，

{x, y} = XP = XH1 ∩XH2 = XG

となり，矛盾が生じる．
(B)の場合の証明．補題 1.2.2より，XP は正の次元の連結な閉多様体である．XH1

x で x

を含むようなXH1 の連結成分を表すと，XP = XH1
x が成立することがわかる．さらに，

XH1 ⊂ XP = XH1
x

より，XH1 はXP と一致することがわかる．このとき，

XG = XH1 ∩XH2 = XP ∩XH2 = XH2

が成立する．系 1.2.6より，XG = XH2 6= {x}が従う．
(C)の場合の証明．(B)の場合の証明におけるH1とH2を入れ替えて議論することによ

り，同様にしてXG = XH1 6= {x}を得ることができる．
(D)の場合の証明．m = dimV H1 かつ n = dimV H2 とおく．このとき，XH1

x とXH2
x は

それぞれm次元と n次元の連結な多様体であり，Z2-ホモロジー球面XP において 1点集合
{x}で横断的に交わっている．しかしながら，命題 1.2.11より，XH1

x ∩XH2
x = {x}とはな

り得ないことがわかる．よって，XG = XH1
x ∩XH2

x 6= {x}である．
ある x ∈ XGに対して，Tx(X) ∼= V であり，ある素数冪位数のGの部分群Qに対して，

V Q = {0}であると仮定する．補題 1.2.2より，XQは S0と微分同相であるので，|XG| = 1

あるいは 2である．前半の議論より，|XG| 6= 1であるので，|XG| = 2である．
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既約な R[PSL(2, 7)]-加群は同型を除いて 6個存在し，それらを

RPSL(2,7), T6.1, T6.2, T6.3, T7, T8

で表す．ここで，
dimRPSL(2,7) = 1, dimTk.l = dimTk = k

である．PSL(2, 7)はC7，D8，S4，S4で表される部分群をもつ．ここで，S4はPSL(2, 7)

において S4と同型であるが共役ではない部分群であり，S4もS4も G2
2 に属する．さらに，

これらの部分群は
〈S4,S4〉 = PSL(2, 7) , S4 ∩S4 = D8

を満たすように選ぶことができる．以下の表 10にて，これらの部分群による 6次元の既約
な R[PSL(2, 7)]-加群 T6.1，T6.2，T6.3の不動点集合の次元を記載している．

C7 D8 S4 S4 PSL(2, 7)

T6.1 0 0 0 0 0

T6.2 0 0 0 0 0

T6.3 0 2 1 1 0

表 10: 6次元の既約な R[PSL(2, 7)]-加群の不動点集合の次元の表

定理 1.8.4. F を有限群，G = PSL(2, 7) ⋆ F とする．このとき，ΣG は S0 と微分同相で
ある．

証明. V を x ∈ ΣG 上の接空間加群とし，U = ResGPSL(2,7)V とする．U は忠実なので，
U は 6次元の既約な R[PSL(2, 7)]-加群である．PSL(2, 7)の部分群の 3つ組 (S4,S4, D8)

に対して，S4 と S4 は G2
2 に属していて，D8 は 2冪位数である．表 10より，6次元の既

約な R[PSL(2, 7)]-加群は good splittingをもつことがわかる．さらには，6次元の既約な
R[PSL(2, 7)]-加群に対して，PSL(2, 7)の部分群 C7での不動点集合は自明である．以上の
ことを併せて，補題 1.8.3を用いると，ΣPSL(2,7)がS0と微分同相であることがわかる．従っ
て，ΣG = (ΣPSL(2,7))F も S0と微分同相である．

定理 1.6.5，1.6.6，1.8.1，1.8.2，1.8.4及び定理 1.7.5 を併せることにより次の定理を得る
ことができる．

定理 1.8.5. GをGL(3,C)の有限部分群，Σを効果的なG-作用をもつホモロジー 6-球面と
する．Σ上のGの odd-fixed-point actionが存在するならば，GはA5あるいはA5 × C2に
同型であり，Σ上のG-作用は 3-pseudofreeな one-fixed-point actionである．

証明. Gが可解ならば，定理 1.7.5より，χ(ΣG)は偶数となるので，Gが GL(3,C)の非可
解な有限部分群である場合に確認すれば良い．定理 1.6.5, 1.6.6, 1.8.1, 1.8.2, 1.8.4を併せる
と，GがA5，A5 ×C2，S5のいずれかの有限群の 3-pseudofreeな one-fixed-point actionに
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限られることがわかる．S5は複素 3次元以下の忠実な表現をもたないので，GL(3,C)の有
限部分群ではない．従って，A5あるいはA5 ×C2の 3-pseudofreeな one-fixed-point action

に限られることがわかる．

2 付録
本論文の付録として，以下の 3つの結果をまとめた．

• 5次元以下の球面の有限群の作用による不動点集合のオイラー標数の偶数性．

• ホモロジー球面上の 2-pseudofreeな有限群の作用の不動点集合の分類．

• Smithの定理の証明．

以下の 3つの結果がそれぞれ示される．

定理 2.0.1. Gを有限群，SをG-作用をもつホモトピー n-球面とする．nが 5以下ならば，
χ(SG)は偶数である．

定理 2.0.1の結果は，補題 1.2.3，定理 2.1.3，定理 2.2.3及び定理 2.3.4より従う．
定理 2.1.3，定理 2.2.3，定理 2.3.4は節 2.1，節 2.2,節 2.3にてそれぞれ証明される．

定理 2.0.2. (cf. [定理 2.4.5] ) Gを有限群，Σ を 2-pseudofreeなG-作用をもつホモロジー
球面とする．このとき，ΣGはある 2次元以下の球面であるか，1点集合であるかのいずれ
かである．特に，1点集合の場合は，GはA5と同型であり，Σの次元は 3あるいは 6でな
ければならない．

定理 2.0.2の証明は，節 2.4にて行われる．

定理 2.0.3. ([Smithの定理 1.2.2]) P を有限 p-群，X を有限 P -CW複体とする．X が Zp-

ホモロジー球面ならば，XP も Zp-ホモロジー球面である．

Snithの定理の証明は，節 2.5にて，変換群論 [17]の第 39, 40節を参考に行われる．

コメント 2. 5次元以下の球面の有限群の作用による不動点集合のオイラー標数が偶数とな
る結果は，5次元以下の球面は有限群の odd-fixed-point actionが存在しないことの証明を与
えている．従って，この結果は 5次元以下の球面は有限群の one-fixed-point actionを許容
しない結果の拡張となっている．また，ホモロジー球面上の 2-pseudofreeな有限群の作用に
よる不動点集合の結果を利用して，E. Laitinen–P. Traczykの定理 [21, Theorem 1]証明の
別証明を与えることができた．
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2.1 ホモロジー 3-球面上の有限群の作用

この節では，ホモロジー 3-球面上の有限群の作用による不動点集合が 2次元以下の球面
あるいは 1点集合のいずれかになることを証明することが目標である．この節を通して，G
は有限群，ΣはG-作用をもつホモロジー 3-球面とし，Σ上のG-作用は効果的であると仮定
する．また，ΣGは空ではないとし，x ∈ ΣG上の接空間加群を V で表す．

命題 2.1.1. ΣGはある 2次元以下の球面に微分同相であるか，1点集合であるかのいずれ
かである．特に，1点集合であるならば，GはA5と同型でなければならない．

証明. V を x ∈ ΣG上の接空間加群とする．V は忠実な 3次元の R[G]-加群であるので，G
はO(3)のある有限部分群と同型である．命題 1.6.1より，χ(ΣG)が奇数ならば，GはA5と
同型かつ |ΣG| = 1であることが従う．以下，χ(ΣG)は偶数であると仮定する．
初めに，Gが SO(3)の有限部分群である場合を考える．F (G)が非自明である場合には，

F (G)のある非自明な p-Sylow部分群 P が存在する．このとき，ΣP は 2次元以下のある球
面と微分同相であり，G/P -作用をもつ．従って，補題 1.2.3より，ΣGもある 2次元以下の
球面と微分同相であることが従う．F (G)が自明である場合は，命題 1.3.6より，GはA5と
同型であり，V は 3次元の既約なR[A5]-加群であることがわかる．このとき，A5の部分群
D4に対して，dimV D4 = 0が成り立つ．補題 1.2.2より，|ΣD4 | = 2となるので，|ΣG| ≤ 2

である．χ(ΣG)は偶数であるので，|ΣG| = 2が従う．
次に，Gが SO(3)に属さないO(3)の部分群である場合を考える．このとき，Gの正規部

分群 Z で位数 2のものが存在する．補題 1.2.2より，ΣZ はある 2次元以下の球面と微分同
相である．従って，ΣG = (ΣZ)G/Z もある 2次元以下の球面に微分同相であることが補題
1.2.3より従う．

ここで，向きづけ可能で連結な 3次元閉多様体上の one-fixed-point actionに関する結果
を紹介する．

定理 2.1.2. (cf. [10, Theorem I.1]) M をG-作用をもつ向きづけ可能な 3次元の連結な閉多
様体とする．基本群 π1(M)が SU(2)への非自明な表現をもたないならば，MGは 1点集合
にはなり得ない．特に，M が単連結ならば，MGは 1点集合になり得ない．

注意 3. 次数 3の既約な実表現 ρ : A5 → SO(3)から標準的に A5 から SO(3)への作用を
得ることができる．このとき，軌道空間 SO(3)/A5は (滑らかな多様体かつ)ホモロジー 3-

球面であり，自然なA5の one-fixed-point actionをもつ (参照．[8, p.57])．さらに，基本群
π1(SO(3)/A5)は SL(2, 5)と同型である．

定理 2.1.2を用いるとホモトピー 3-球面に関する次の結果を得ることができる．

定理 2.1.3. 有限群Gの非自明な作用をもつホモトピー 3-球面の空でないG-不動点集合は，
ある 2次元以下の球面に微分同相である．
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証明. 命題 2.1.1より，G-不動点集合は 2次元以下の球面であるか 1点集合のいずれかであ
る．しかしながら，定理 2.1.2より，G-不動点集合は 1点集合にはなり得ないので，定理 2.1.3

の主張が従う．

2.2 ホモロジー 4-球面上の有限群の作用

この節では，ホモロジー 4-球面の有限群の作用による不動点集合が 3次元以下の Z2-ホモ
ロジー球面となることを示すことが目標である．ホモトピー 4-球面上の有限群の one-fixed-

point actionが存在しないことは，[13]及び [15]において既に証明されている．この節を通
して，Gは有限群，ΣはG-作用をもつホモロジー 4-球面とし，Σ上のG-作用は効果的であ
ると仮定する．また，ΣGは空ではないとし，x ∈ ΣG上の接空間加群を V で表す．

命題 2.2.1. Σ上のG-作用はΣの向きを保つとする．Gの Fitting部分群 F (G)が非自明な
らば，ΣGはある 2次元以下の球面と微分同相である．

証明. F (G)が非自明であるという仮定より，F (G)のある Sylow部分群 P は非自明である．
このとき，dimV P ≤ 2であるので，ΣP はある 2次元以下の球面と微分同相であり，G/P -

作用をもつ．補題 1.2.3より，ΣGもある 2次元以下の球面と微分同相であることが従う．

定理 2.2.2. Σ 上のG-作用はΣ の向きを保つとする．ΣGはある 2次元以下の球面に微分
同相である．

証明. V 上のG-作用は効果的かつ V の向きを保つので，Gは SO(4)のある有限部分群と同
型である．GがA5と同型でないとする．このとき，命題 1.3.6によると，F (G)は非自明で
ある．この場合，ΣGがある 2次元以下の球面と微分同相であることが命題 2.2.1から従う．
GがA5と同型である場合にも，命題 1.6.2より，ΣGがある 2次元以下の球面と微分同相で
あることがわかる．

定理 2.2.3. ΣGは 3次元以下の Z2-ホモロジー球面である．

証明. Σの向きを保つ g ∈ G全体によって成されるGの部分群を Lで表すと，Lは SO(4)

の有限部分群であることに注意する．Lが非自明であるとき，定理 2.2.2より，ΣLはある
2次元以下の球面と微分同相であるので，ΣGもある 2次元以下の球面と微分同相となるこ
とが補題 1.2.3より従う．Lが自明であるとき，Gの位数は 2であるので，補題 1.2.2より，
ΣGは 3次元以下の Z2-ホモロジー球面であることが従う．

2.3 ホモロジー 5-球面上の有限群の作用

この節では，ホモロジー 5-球面上の有限群の作用による不動点集合のオイラー標数が偶数
となることを示す．ホモロジー 5-球面上の有限群の one-fixed-point actionが存在しないこ
とは，[10, Theorem II.4]において既に証明されている．この節を通して，Gは有限群，Σ
はG-作用をもつホモロジー 5-球面とする．Σ上のG-作用は効果的であり，ΣGは空ではな
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いとし，x ∈ ΣG上の接空間加群を V で表す．Σ上のG-作用がΣの向きを保つ場合におい
て，オイラー標数 χ(ΣG)が偶数であることを示せれば，補題 1.2.1より，Σ上のG-作用が
Σの向きを保たない場合においても χ(ΣG)が偶数になることに注意する．

補題 2.3.1. Σ上のG-作用はΣの向きを保つとする．F (G)が巡回群でないならば，ΣGは
ある 2次元以下の球面と微分同相である．

証明. F (G)が巡回群でないならば，F (G)のある Sylow部分群 P で巡回群でないものが存
在する．このとき，dimV P ≤ 2であるので，補題 1.2.2より，Σ はある 2次元以下の球面
と微分同相であり，G/P -作用をもつ．補題 1.2.3より，ΣGもある 2次元以下の球面と微分
同相であることが従う．

補題 2.3.2. Σ上のG-作用はΣの向きを保つとする．F (G)が非自明ならば，χ(ΣG)は偶
数である．

証明. χ(ΣG)が奇数であると仮定する．このとき，補題 2.3.1より，F (G)は非自明な巡回
群でなければならない．従って，dimV F (G) = 1あるいは 3であるかのいずれかである．x
上の接空間表現を ρ　 : G→ SO(V )で表すと，F (G)はGの正規部分群であるので，

ρF (G) : G→ O(V F (G))と ρF (G) : G→ O(VF (G))

に分解することができる．HとKでそれぞれ ρF (G)と ρF (G)の核を表すと，ρは忠実である
ので，H ∩K = Eが成立する．ρF (G)|H かつ ρF (G)|K は共に自明であり，ρ|H と ρ|K は共に
忠実かつ向きを保つので，ρF (G)|H かつ ρF (G)|K は共に忠実かつ向きを保つ．従って，Hと
K はそれぞれ SO(VF (G))と SO(V F (G))の部分群である．さらに，G/H とG/K はそれぞ
れO(V F (G))とO(VF (G))の部分群であることに注意する. 次の 2つの場合に分けて，χ(ΣG)

が奇数である仮定に対する矛盾を見出そう．

• ある x ∈ ΣGに対して，dimV F (G) = 3である．

• 任意の x ∈ ΣGに対して，dimV F (G) = 1である．

初めに，ある x ∈ ΣG に対して，dimV F (G) = 3である場合を考える．このとき，K は
SO(3)の部分群である．F (K)が非自明であるならば，補題 1.3.1より，F (G)F (K)がF (G)

を真に含むGの冪零正規部分群となってしまい矛盾が生じる．従って，F (K)は自明でなけ
ればならない．SO(3)の有限部分群で Fitting部分群が自明なものはEかA5のいずれかで
ある．KがA5と同型である場合は，命題 1.6.3より，ΣK はある 2次元以下の球面と微分同
相である．ゆえに，補題 1.2.3より，ΣGもある 2次元以下の球面と微分同相であることが
従い，χ(ΣG)が奇数であるという仮定に矛盾する．K が自明な場合はGは O(2)の有限部
分群である．すなわち，Gは巡回群であるか二面体群である．この場合，Gは G2に属する
ので，命題 1.2.5より，χ(ΣG)は偶数となる．これも χ(ΣG)が奇数である仮定に矛盾する．
次に，任意の x ∈ ΣGに対して，dimV F (G) = 1である場合を考える．ΣF (G)

T でΣF (G)の
連結成分 C であり，C ∩ΣG 6= ∅を満たすものの非交和を表す．このとき，ΣF (G)

T は S1の
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非交和となり，G/F (G)-作用をもつ．補題 1.2.3より，χ(ΣG)は偶数となり，χ(ΣG)が奇数
である仮定に矛盾する．以上の議論より，F (G)が非自明ならば χ(ΣG)が偶数となることが
従う．

命題 2.3.3. GがA6と同型であるならば，ΣGは S0と微分同相である．

証明. 接空間加群 V は表 2における V5.1あるいは V5.2のいずれかに同型である．さらに，表
2によると，dimV C3×C3 = 1かつ dimV (C3×C3)⋊C4 = 0であるので，補題 1.2.2と補題 1.2.3

を併せることにより，Σ(C3×C3)⋊C4 は S0と微分同相である．従って，|ΣG| = 1あるいは 2

であるが，定理 1.4.4より，|ΣG| = 1とはなり得ない．よって，|ΣG| = 2である．

定理 2.3.4. 有限群Gがホモロジー 5-球面Σに効果的に作用しているならば，χ(ΣG)は偶
数である．

証明. Σ上のG-作用がΣの向きを保つ場合に χ(ΣG)が偶数となることを示せば良い．Gの
極小正規部分群をKをすると，Kは特性単純群である．Kが可換ならば F (G)は非自明で
あるので，補題 2.3.2より，χ(ΣG)は偶数である．K が非可換ならば，K は非可換な特性
単純群である．V 上のK-作用は効果的で V の向きを保つので，K は SO(5)のある有限部
分群と同型である．命題 1.3.7を用いると，K はA5あるいはA6のいずれかと同型である．
命題 1.6.3と命題 2.3.3より，ΣK はある 2次元以下の球面と微分同相であることがわかる．
従って，補題 1.2.3より，ΣGもある 2次元以下の球面と微分同相であることが従う．以上
より，χ(ΣG)は偶数になる．

2.4 ホモロジー球面上の 2-pseudofreeな有限群の作用について

この節では，ホモロジー球面上の 2-pseudofreeな有限群の作用による不動点集合がある 2

次元以下の球面に微分同相であるか，1点集合になるかのいずれかであることを証明する．
その系として，E. Laitinen–P. Traczykの定理 [21, Theorem 1]を証明する．この節を通し
て，Gは有限群とし，多様体上のG-作用は効果的であり，G-不動点集合は空でないとする．
定理 2.0.2を証明するために幾つかの補題を用意する．

補題 2.4.1. Σを 2-pseudofreeなG-作用をもつホモロジー球面とする．Σの次元が 4以下で
あるとき，ΣGはある 2次元以下の球面であるか，1点集合であるかのいずれかである．特
に，1点集合の場合は，GはA5と同型であり，Σの次元は 3である．

証明. dimΣG ≤ 2であることに気をつけると，補題 1.2.3，命題 2.1.1及び定理 2.2.3より直
ちに従う．

補題 2.4.2. Σを 2-pseudofreeなG-作用をもつホモロジー球面とする．Fitting部分群F (G)

が非自明ならば，ΣGはある 2次元以下の球面と微分同相である．
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証明. F (G)は非自明であるので，F (G)の非自明な Sylow部分群 P が存在する．補題 1.2.2

より，ΣP はある 2次元以下の球面と微分同相であり，G/P -作用をもつ．ΣGもある 2次元
以下の球面と微分同相であることが補題 1.2.3より従う．

Gを有限群，V を R[G]-加群とする．V 上のG-作用が n-pseudofreeであるとき，対応す
る表現 ρ : G → O(V )も n-pseudofreeであると呼ぶことにする．補題 2.4.2より，F (G)が
自明である有限群Gに対する議論が残っている．有限群Gの極小正規部分群は特性単純群
であるので，F (G)が自明ならば，Gの極小正規部分群は非可換な特性単純群ある．そこで，
2-pseudofreeな表現をもつ非可換な特性単純群を見つける必要がある．そのためには，次の
補題 2.4.3が有用である．この補題は [21, Lemma 2.1]による主張である．
位数 2mの二面体群D2mは

D2m = 〈A, B |Am = E, B2 = E, BAB = A−1 〉

のように Aと Bの 2つの元で生成される．a = AB，b = Bとおくと，aと bはD2mの生
成元であり，共に位数 2である．

補題 2.4.3. (cf. [21, Lemma 2.1]) Gを二面体群，V を R[G]-加群とする．対応する表現
ρ : G→ O(V )が n-pseudofreeならば，dimV ≤ 3nが成立する．dimV ≥ 3n− 1である場
合において，ρ(G) ⊂ SO(V )であることと dimV = 3nであることは同値である．さらに，
dimV = 3nならば，V G = {0}が成立する．

証明. aと bをGを生成する位数2の元とする．V1 = V a，V2 = V bとし，U1 = V ⊥
1 ，U2 = V ⊥

2

と定める．V1と V2はそれぞれ ρ(a)と ρ(b)の固有値 1の固有空間であるので，U1と U2は
それぞれ ρ(a)と ρ(b)の固有値−1の固有空間である．このとき，

x ∈ U1 ∩ U2 ⇐⇒ x ∈ V ⊥
1 ∩ V ⊥

2

⇐⇒ x 6∈ V1, x 6∈ V2

⇐⇒ x 6∈ V1 + V2

⇐⇒ x ∈ (V1 + V2)
⊥

より，U1 ∩ U2 = (V1 + V2)
⊥である．また，x ∈ U1 ∩ U2に対して，

ρ(ab)(x) = ρ(a)(ρ(b)(x)) = ρ(a)(−x) = x

が成立するので，x ∈ V abである．従って，

U1 ∩ U2 = (V1 + V2)
⊥ ⊂ V ab

が成立する．a 6= b = b−1 であるので，ab は G の非自明な元である．V 上の G-作用は

41



n-pseudofreeであるので，次の不等式 (A)が成立することがわかる．

n ≥ dim(U1 ∩ U2) = dimV − dim(V1 + V2)

≥ dimV − dimV1 − dimV2 ≥ dimV − 2n.
· · · (A)

よって，dimV ≤ 3nである．
aと bは Gを生成するので，ρ(G) ⊂ SO(V )であることと ρ(a)と ρ(b)が共に行列式 1

をもつことは同値である．ρ(a)と ρ(b)の行列式はそれぞれ (−1)dimU1 と (−1)dimU2 で与え
られることに注意する．dimV = 3n − 1である場合を考える．n-pseudofreeの仮定より，
dimV1 ≤ nかつ dimV2 ≤ nであり，不等式 (A)より，n ≥ dimV − dimV1 − dimV2が成
立するので，不等式

2n− 1 ≤ dimV1 + dimV2 ≤ 2n

が成立する．このことは V1か V2の少なくとも一方は n次元であることを意味する．そこ
で，dimV1 = nとすると，dimU1 = 2n− 1となるので，ρ(a)の行列式は−1である．従っ
て，dimV = 3n− 1であるとき，ρ(G) 6⊂ SO(V )である．次に dimV = 3nである場合を考
える．dimV = 3n− 1の場合と同様に不等式評価をすると，不等式

2n ≤ dimV1 + dimV2 ≤ 2n

を得ることができ，V1と V2の次元は共に nでなければならないことがわかる．よって，U1

とU2の次元は共に 2n次元であり，ρ(a)と ρ(b)の行列式は共に 1であることがわかる．従っ
て，dimV ≥ 3n− 1ならば，ρ(G) ⊂ SO(V )であることと dimV = 3nであることは同値で
ある．
最後に，dimV = 3nであるとき，V G = {0}であることを示す．aと bはGの生成元な

ので，V G = V1 ∩ V2である．不等式 (A)と dimV = 3nであることを併せると，不等式

n ≥ 3n− dim(V1 + V2) ≥ 3n− dimV1 − dimV2 ≥ n

を得ることができ，dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2)が従う．これは，dimV1 ∩ V2 = 0であ
ることを意味するので，V G = V1 ∩ V2 = {0}である．

注意 4. 補題 2.4.3の主張は二面体群を含むような有限群Gに対して，適用することができ
ることに注意する．特に，非可換な特性単純部分群は二面体群を含むことが知られている．

命題 2.4.4. 非可換な有限特性単純群Gが 2-pseudofreeな 5次元以上のR[G]-加群 V をもつ
ならば，次のいずれかである．

• GはA5と同型であり，V は 1-pseudofreeな 3次元の既約なR[G]-加群の 2つの直和で
ある．

• Gは PSL(2, 7)と同型であり，V は 2-pseudofreeな 6次元の既約なR[G]-加群である．
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証明. V 上のG-作用は V の向きを保つので，補題 2.4.3より，V の次元は 6に限定されるこ
とに注意する．1-pseudofreeな R[G]-加群をもつ非可換な有限特性単純群GがA5のみであ
ることは，SO(3)の非可換な特性単純部分群はA5のみであることと，表 7より直ちに従う．
このことは，Gが 2-pseudofreeな 6次元の R[G]-加群 V をもつならば，V は 1-pseudofree

な 3次元のR[A5]-加群の 2つの直和であるか，2-pseudofreeな 6次元の既約なR[G]-加群の
いずれかであることを意味している．Gが 2-pseudofreeな 6次元の既約な R[G]-加群 V を
もつ場合を考える．命題 1.3.7より，Gは

A5 ×A5, A7, PSL(2, 7), PSU(4, 2)

のいずれかと同型である．GAP [16]を用いて，これらの有限群Gの 6次元の既約な R[G]-

加群の不動点集合の次元を調べると，Gが PSL(2, 7)と同型の場合に限り，2-pseudofreeな
6次元の既約な R[G]-加群 V をもつことがわかる．

定理 2.4.5. Gを有限群，Σ を 2-pseudofreeなG-作用をもつホモロジー球面とする．この
とき，ΣGはある 2次元以下の球面であるか，1点集合であるかのいずれかである．特に，1

点集合の場合は，GはA5と同型であり，Σの次元は 3あるいは 6でなければならない．

証明. Σの次元が 4以下である場合及び F (G)が非自明である場合には，補題 2.4.1と補題
2.4.2より，定理 2.4.5の主張が正しいことがわかる．以下，F (G)は自明であり，Σの次元
は 5以上であるとする．V を x ∈ ΣG上の接空間加群とする. F (G)は自明であるので，G
の極小正規部分群Kは非可換な特性単純群である．命題 2.4.4を用いると，KはA5あるい
は PSL(2, 7)のいずれかと同型であり，Σの次元は 6であることが従う．KがA5と同型で
ある場合には，命題 1.6.4，定理 1.6.5及び定理 1.6.6より，ΣGは 1点あるいは 2点から成
る集合であることがわかる．K が PSL(2, 7)と同型である場合には，定理 1.8.4より，ΣG

は 2点から成る集合であることが従う．

コメント 3. E. Laitinen–P.Traczykの定理 [21, Theorem 1]の証明では，2-pseudofreeな有
限群Gの作用をもつ 5次元以上のホモトピー球面Σ に対して，|ΣG| ≥ 2である場合には，
任意の非自明な Gの部分群 H に対して，ΣH がある 2次元以下の球面と微分同相であり，
|ΣG| = 1である場合には，GがA5と同型かつΣの次元が 6であることを示している．従っ
て，上記の定理 2.4.5は彼らが証明したことの一般化となっている．

定理 2.4.5を利用して，E. Laitinen–P. Traczykの定理 [21, Theorem 1]を示す．

定理 2.4.6. (cf. [21, Theorem 1]) nを 5以上の整数，Gを有限群，Σを 2-pseudofreeなG-

作用をもつホモトピー n-球面とする．このとき，以下の 3つのことが成立する．

(1) |ΣG| ≥ 2ならば，任意の x, y ∈ ΣGに対して，Tx(Σ)と Ty(Σ)はG-位相同型である．

(2) |ΣG| ≥ 2ならば，Σは S(RG ⊕ Tx(Σ))とG-位相同型である．ここで，RGは 1次元
の自明な R[G]-加群である．
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(3) |ΣG| = 1ならば，GはA5と同型であり，Σは 6-球面 S6と微分同相である．

証明. 任意の非自明なGの部分群H に対して，ΣH がある 2次元以下の球面と微分同相で
あることを示すことができれば，S. Illmanの定理 [19, Theorem 5, Corollary B]より，定
理 2.4.6の主張 (1)と (2)が成立することに注意する．|ΣG| ≥ 2であると仮定する．このと
き，定理 2.4.5より，任意の非自明なGの部分群Hに対して，ΣH はある 2次元以下の球面
と微分同相であることが従う．従って，|ΣG| ≥ 2ならば，定理 2.4.6の主張 (1)と (2)が成
立することがわかる．|ΣG| = 1である場合も，定理 2.4.5を用いると，GがA5と同型であ
り，dimΣ = 6であることが従う．Σは 6-球面と同相であり，6-球面は微分構造をひとつし
か持たないので，Σは 6-球面 S6と微分同相である．

2.5 Smithの定理の証明

この節では，この論文において重要な定理である Smithの定理 (補題 1.2.2)の証明を行う．
本節での証明は変換群論 [17]の第 39, 40節を参考に行っている．この節を通して，pを素
数，Gを位数 pの巡回群，X を有限G-CW複体とし，Y をX のG-CW部分複体とする．
gをGの生成元として固定する，群環 Zp[G]における元 α，βをそれぞれ

α = 1 + g + g2 + · · · + gp−1,

β = 1 − g

によって定義する．このとき，gの位数は pであるので，

αβ = 0 = βα

が成立する．任意の 1 ≤ k ≤ p− 1に対して，(
p

k

)
=

(
p− 1

k

)
+

(
p− 1

k − 1

)
が成立するので，帰納的に

(−1)k
(
p− 1

k

)
≡ 1 mod p

が成立する．従って，Zp[G]において，

α = βp−1

が成立することがわかる．γ = βkに対して，γ = βp−kとおくことにする．
γ = βk (1 ≤ k ≤ p− 1)に対して，鎖複体 C(X,Y ;Zp)の部分複体

γC(X,Y ;Zp) = { γc | c ∈ C(X,Y ;Zp)}

を考える．以下，断りがない限り，鎖複体の係数は Zpのみを考えることにする．
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補題 2.5.1. 各 γ = βk (1 ≤ k ≤ p− 1)に対して，

0 → γC(X,Y ) ⊕ C(XG, Y G)
f→ C(X,Y )

γ→ γC(X,Y ) → 0

は鎖複体の完全系列である．ここで，f は包含写像の和であり，γ は c 7→ γcの対応により
定められる写像である．

証明. 自然な包含写像により，γC(X,Y )と C(XG, Y G)は C(X,Y )の部分鎖複体と見做せ
る．X \ Y の部分集合Aに対して，Aに属する単体で生成されるような C(X,Y )の部分群
を C(A)で表すことにする．一般に，C(A)は鎖複体の構造をもたないことに注意する．
写像 γが全射であることは定め方より明らかである．f が単射であることを示す．X \XG

がG-不変であることに注意する．c ∈ C(X,Y )と c′ ∈ C(XG, Y G)に対して，f(γc⊕ c′) = 0

であると仮定する．
βc′ = (1 − g)c′ = c′ − c′ = 0

であるので，γc′ = 0が成立する．従って，

c = c1 + c2 ( c1 ∈ C(X \ (Y ∪XG))，c2 ∈ C(XG \Y G) )

と分解すると，
0 = f(γc⊕ c′) = γc+ c′ = γc1 + γc2 + c′ = γc1 + c′

となる．γc1 ∈ C(X \ (Y ∪XG))かつ c′ ∈ C(XG \ Y G)であるので，γc1 = c′ = 0でなけれ
ばならない．従って，f は単射である．
γf = 0であることを示す．γγ = βp = βα = 0が成立することに注意すると，任意の

c ∈ C(X,Y )と c′ ∈ C(XG, Y G)に対して，

γf(γc⊕ c′) = γ(γc+ c′) = γγc+ γc′ = γc′ = 0

である．ゆえに，ker γ ⊃ Imf であることがわかる．
最後に ker γ = Imf であることを示す．X の単体 sに対して，その軌道を G(s)で表す．

このとき，各軌道G(s)に対して，

γC(G(s)) ⊂ C(G)(s))

が成り立つ．よって，各軌道に制限して，ker γ ⊂ Imf を示せば十分である．
s ∈ XGである場合は，G(s) = sであるので，任意の n ∈ Zpに対して，γ(ns) = 0が成

り立つ．よって，
f(0 ⊕ ns) = ns

となるので，ker γ ⊂ Imf が成り立つ．
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s ∈ X \XGである場合は，G(s) ∼= Gであり，任意の c ∈ C(G(s))は

c =
∑

nkg
ks (nk ∈ Zp )

と表すことができるので，C(G(s))と Λ = Zp[G]は Λ-加群として同一視することができる．
従って，f と γの制限によって得られる列

0 → γΛ
f→→ Λ

γ→ γΛ → 0

が完全であることを示せば良い．γf = 0であることはすでに示しているので，Zp上のベク
トル空間として，

dimZp Λ = dimZp γΛ + dimZp γΛ = p

であることを示せば証明は完了する．Λの元 λ =
∑
nkg

kに対して，

βλ =
∑

(1 − g)nkg
k = (n0 − np) + (n1 − n0)g + (n2 − n1)g

2 + · · · + (np−1 − np−2)g
p−1

であるので，
λ ∈ kerβ ⇐⇒ n0 = n1 = · · · = np

となることがわかる．従って，kerβは αによって生成されるZp上の 1次元の部分ベクトル
空間 Zpαである．

dimZp βΛ = dimZp Λ − 1 = p− 1かつ α = βp−1 = βkβp−k−1

であるので，
kerβ = Zpα = Zpβ

kβp−k−1 ⊂ βkΛ

が成立する．従って，

dimZp β
k+1Λ = dimZp β(βk)Λ = dimZp β

kΛ − 1

が成立し，帰納的に dimZp β
kΛ = p− kとなることがわかる．従って，

dimZp γΛ + dimZp γΛ = p− (p− k) + p− k = p = dimZp Λ

が成り立つ．

定義 2.5.1. 各 γ = βk (1 ≤ k ≤ p− 1)に対して，

Hγ
∗ (X,Y ;Zp) = H∗(γC(X,Y ;Zp))

とおくとき，Hγ
∗ (X,Y ;Zp)を Smithホモロジー群という．

ホモロジー論の一般論と補題 2.5.1より次の定理が得られる．詳しくは [8, Chapter III,
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Theorem 3.3]を参照されたい．

定理 2.5.2. 各 γ = βk (1 ≤ k ≤ p− 1)に対して，Zp-係数のホモロジー群の完全系列

· · · → Hγ
n(X,Y ) ⊕Hn(XG, Y G)

f∗→ Hn(X,Y )
γ∗→ Hγ

n(X,Y ) → · · ·

が誘導される．

定理 2.5.4 及び定理 2.5.5 の主張が Smith の定理である．Smith の定理を証明する前に
Smithホモロジー群に関する次の不等式を示す必要がある．

定理 2.5.3. 任意の n ≥ 0と γ = βk (1 ≤ k ≤ p− 1)に対して，不等式

dimZp H
γ
n(X,Y ) +

∑
k≥n

dimZp Hk(XG, Y G) ≤
∑
k≥n

dimZp Hk(X,Y )

が成立する．

証明. 定理 2.5.2より得られるホモロジーの完全系列

· · · → Hγ
n+1(X,Y ) → Hγ

n(X,Y ) ⊕Hn(XG, Y G) → Hn(X,Y ) → · · ·

より，不等式

dimZp H
γ
n(X,Y ) + dimZp Hn(XG, Y G) ≤ dimZp H

γ
n+1(X,Y ) + dimZp Hn(X,Y )

が成立する．γと γを入れ替えても上記の不等式が成立することに気をつける．ここで，

an = dimZp Hn(XG, Y G)， bn = dimZp Hn(X,Y )，

cn = dimZp H
γ
n(X,Y )， cn = dimZp H

γ
n(X,Y )

とおく．このとき，上の不等式を γと γを交互に入れ替えて，並べると

cn + an ≤ cn+1 + bn

cn+1 + an + 1 ≤ cn+2 + bn+1

...

となる．X は有限複体であるので，上記の不等式の全ての両辺を辺々足し合わせることに
より，

cn +
∑
k≥n

ak ≤
∑
k≥n

bk

を得ることができる．

47



定理 2.5.4. P を有限 p-群，X を有限 P -CW複体とする．X が Zp-ホモロジー n-球面なら
ば，ある −1 ≤ r ≤ nが存在して，XP は Zp-ホモロジー r-球面となる．pが奇数ならば，
n− rは偶数である．ここで，r = −1はXP = ∅を意味する．

証明. P は p-群であるので，位数 pの正規部分群 Z が存在して，

XP = (XZ)P/Z

が成立する．XZ は有限 P/Z-CW複体であり，P/Z は p-群であるので，|P | = pの場合に
主張が正しいことを証明できれば，あとは帰納的に主張が正しいことが従う．
以下 |P | = pとする．定理 2.5.3より，不等式∑

k≥0

dimZp Hk(XP ) ≤
∑
k≥0

dimZp Hk(X) = 2

を得ることができる．∑
k≥0 dimZp Hk(XP ) = 1であると仮定すると，dimZp H0(X

P ) = 1

であり，その他は 0である．従って，χ(XP ) = 1である．しかしながら，補題 1.2.1によ
ると，

1 = χ(XP ) ≡ χ(X) = 0 or 2 mod p

と矛盾する． ∑
k≥0

dimZp Hk(XP ) = 0

のときはXP = ∅であることを意味し，∑
k≥0

dimZp Hk(XP ) = 2

のときはXP が Zp-ホモロジー r-球面 (0 ≤ r ≤ n) であることを意味している．pが奇数で
ある場合において，補題 1.2.1は χ(X) = χ(XP )であることを意味する．従って，n− rが
偶数であることが従う．

Rを単位元をもつ可換環とする．有限 CW複体 X と CW部分複体 Y の対 (X,Y )が相
対RRR-ホモロジーnnn-球面であるとは，H̃∗(X,Y ;R) ∼= H̃∗(S

n;R)が成立するときをいう．ここ
で，H̃(−;R)はR-係数の被約ホモロジー群を表している．

定理 2.5.5. P を有限 p-群，Xを有限 P -CW複体，Y を P -CW部分複体とする．(X,Y )が
相対 Zp-ホモロジー n-球面ならば，ある 1 ≤ r ≤ nが存在して，対 (XP , Y P )は相対 Zp-ホ
モロジー r-球面となる．pが奇数ならば，n− rは偶数である．

証明. 相対有限 CW-複体に関する補題 1.2.1の主張より，∑
k≥0 dimZp Hk(XG, Y G) = 0と

はならないことに気をつければ，定理 2.5.4と同様に証明することができる．
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