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1 導入

本論文では，N, Z≥0, Z, Q, R, Cをそれぞれ，自然数全体の集合，非負の整数全体の集合，

有理整数環，有理数体，実数体，複素数体とし，Gを有限群とする．Cの部分体 F に対し，

R(G,F )をGの F -表現環とする．特に，R(G,R), R(G,C)をそれぞれRO(G), R(G)により

表す．標準的な準同型写像より，

R(G,Q) ⊂ RO(G) ⊂ R(G)

と見做せる．多元環 Aに対し，有限生成の A上の加群を A-加群と呼ぶ. 可換環 Rに対し，

R[G]をR上のGの群多元環とする．Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ Cより，Z[G] ⊂ Q[G] ⊂ R[G] ⊂ C[G] と

見做せる．特に，Q[G]-加群，R[G]-加群，C[G]-加群をそれぞれ，有理G-加群，実G-加群，

複素G-加群と呼ぶ．自然数 nに対して，Cn, An, Snをそれぞれ，位数 nの巡回群，n次交

代群，n次対称群とする．

1960年，有限群Gに対して，丁度 2個の不動点 a, bを持つ球面 S上の滑らかなG-作用

において，2つの接空間表現 Ta(S), Tb(S)は同型かという問題が，P. A. Smith [Sm60] によ

り提唱された．この問題を，Smith同値問題といい，様々な研究者によりその同値問題の研

究がなされてきた．T. Petrie [Pe82, Pe83]に従い，2つの実G-加群 V, W が Smith同値で

あるとは，

ΣG = {a, b} (a ̸= b), Ta(Σ) ∼= V, Tb(Σ) ∼= W

を満たすホモトピー球面Σ上の滑らかなG-作用が存在するときをいう．V とW が Smith同

値であるとき，V ∼S W と書く．Gの Smith集合S(G)を

S(G) = {[V ] − [W ] ∈ RO(G) | V ∼S W}

により定める．それ以降，Smith集合の自明性ついて研究がなされてきた．それに関して，

次の研究結果がよく知られている．

• M. F. Atiyah–R. Bott [AB68, Theorem 7.15]，J. W. Milnor [Mi66] : 素数 pに対し

てG = Cpのとき，S(G) = {0}である．
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• C. U. Sanchez [Sa76]: 奇素数 pと自然数 kに対してG = Cpk のとき，S(G) = {0}で

ある．

• T. Petrie [Pe79, Theorem B], [Pe82, Pe83]: G が少なくとも 4個の nocyclicな Sylow

部分群を持つようなアーベル群であるとき，S(G) ̸= {0}である．

• S. E. Cappel–J. L. Shaneson [CS82, Theorem A], [CS85]: 2以上の自然数 kに対し，

G = C4kのとき，S(G) ̸= {0}である．

S(G)をGの部分群全体の集合とする．有限群G とその部分群 H に対し，resGH を制限

写像とし，写像 DimH : RO(G) → Z を DimH([V ] − [W ]) = dimR V
H − dimRW

H により

定める．T. tom Dieck [tD79, p. 229]に従い，RO0(G) を任意の G の部分群 H に対して

DimH(x) = 0 を満たす x ∈ RO(G) 全体の集合とする．また，G ⊂ S(G)に対してRO0(G)G

を，任意のH ∈ Gに対し resGHx = 0を満たすような x ∈ RO0(G)全体の集合とする．

2つの実G-加群V,WがSmith同値であり，更に任意のGの部分群H に対してDimH([V ]−

[W ]) = 0 を満たすとき，V とW は d-Smith 同値であるといい，V ∼dS W と書く．Gの

d-Smith集合 dS(G)を

dS(G) = {[V ] − [W ] ∈ RO(G) | V ∼dS W}

により定める．

先行研究では，上述の通り有限アーベル群の Smith集合の自明性についてよく知られて

いる結果があり，対称群または交代群の Smith集合が {0} であることの必要十分条件も与え

られている（詳細は後述）．このように，様々な有限群の Smith集合について研究がなされ

てきた．しかし，Smith集合の結果から直ちにわかるようなものを除くと，具体的な有限群

の d-Smith集合について，得られている結果はない．そこで，本研究ではそれに関して，以

下の有限群に対して，d-Smith集合を決定した．

• 対称群，交代群.

• 対称群または交代群と有限生成可換 2-群の直積．
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• m, n を 2以上の整数としたときの，相異なる m 個の奇素数 p1, p2, . . . , pm に対す

る，位数 2p1p2 . . . pm の二面体群の n 個の直積．

本論文では，上記の有限群の d-Smith集合に関する研究結果とその詳細について述べる．

定義より dS(G) ⊂ S(G) は明らかである．一般に，S(G) と dS(G) は Z-加群ではない

（[Br69] を見よ）．

本論文では，次の記号を用いる．

E :単位群 {e}．

G{p} : |G/H|が p-冪となるようなGの最小の正規部分群H．

P(G) :位数が素数冪である G の部分群全体の集合．

P∗(G) :位数が奇素数冪，2または 4である G の部分群全体の集合．

L(G) = {H ∈ S(G) | ある素数 pに対しH ⊃ G{p}を満たす }．

Gnil : G/H が冪零となるようなGの最小の正規部分群H．

G∩2 : |G/H| ≤ 2を満たすGの正規部分群H 全体の共通部分．

E. Laitinen–M. Morimoto [LM98] により，

Gnil =
∩

p:素数,p||G|

G{p}

が成り立つことが知られている．また，E. Laitinen–M. Morimoto [LM98]に従い，P とG/H

が素数冪位数の有限群かつH/P が巡回群となるような正規鎖

P ⊴H ⊴G

が存在しないとき，GはOliver 群であるという．

Oliver 群の d-Smith 集合に対し，次の包含関係が成り立つ．

定理 1.1 ([Sei22, Theorem 1.1]). Gnil = G∩2を満たす任意のOliver群Gに対し，

RO0(G)P(G) ⊂ dS(G) ⊂ RO0(G)P∗(G)

が成り立つ．
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G の元 g に対し，(g)G を g ∈ G の G-共役類，すなわち

(g)G = {xgx−1 | x ∈ G}

とする．また，(g)±G = (g)G ∪ (g−1)G を g を代表元とする 実共役類という．

有限群 G とその正規部分群 N に対し， 素数冪位数でない g ∈ G の実共役類 (gN)±G/N

の全体を考え，その元の個数をλ(G,N)で表す．特に，λ(G,E)を Gの Laitinen数という．

Sm, Am, Sm × C2 × · · · × C2, Am × C2 × · · · × C2 の Smith集合について，次の結果が

よく知られている．

• 5以下の自然数 mに対し，S(Am) = S(Sm) = {0}である. （[LP99, Lemma 1.4],

[PaSo02, Theorem C3]を参照せよ．）

• K. Pawa lowski–R. Solomon [PaSo02, Theorem C3] : 自然数mに対し，S(Sm),S(Am)

が {0}であることの必要十分条件はそれぞれm ≤ 5, m ≤ 7である．

• X. -M. Ju [J10, Theorems A and B]: S(S5 × Cn2 )とS(A5 × Cn2 )はいずれも Z上の

自由加群であり，その階数はそれぞれ 2n − 1, 2(2n − 1)である．

• K. Pawa lowski–R. Solomon [PaSo02, Theorem A3], K. Pawa lowski–T. Sumi [PaSu13]:

G = Aut(A5), PΣL(2, 27) 以外の非可解群Gに対し，S(G) = {0} であることの必要

十分条件は λ(G,E) ≤ 1 である．但し，PΣL(2, 27) は射影特殊線型群 PSL(2, 27) と

Aut(F27) の半直積である．

• M. Morimoto [Mo07, Theorem 3]: G = PΣL(2, 27)のとき，S(G) ̸= {0}である．

• M. Morimoto [Mo08, Theorem 1.2]: G = Aut(A6)のとき，S(G) = {0}である．

上のように非可解群に対しては，その Smith集合が自明か非自明かよく知られているが，

それらの d-Smith集合についてはどうであろうか．有限群の表現論の基礎知識から，次の結

果が得られる．

定理 1.2 ([Sei22, Theorem 1.2]). 自然数mに対し，G = Smとする．このとき，

dS(G) = RO0(G) = 0
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である．

定理 1.3 ([Sei22, Theorem 1.3]). 自然数mに対し，G = Sm × C2 × · · · × C2とする．この

とき，

dS(G) = RO0(G) = 0

である．

次に，G = Am, Am×C2 × · · · ×C2 の d-Smith集合に関する研究結果を述べるため，こ

こで必要な定義を与える．

r個の自然数 t1, t2, . . . , tr が t1 ≥ t2 ≥ · · · ≥ tr, t1 + t2 + · · · + tr = m を満たすとき，

t = (t1, t2, . . . , tr) を m の分割 といい，r を分割 t の長さ という．

m ≥ 2に対し, π(m)を次の 3つの条件

(P1) t1, t2, . . . , tr は奇数である．

(P2) t1 > t2 > · · · > tr．

(P3) m− r ≡ 0 mod 4．

を満たすmの分割 t = (t1, t2, . . . , tr)の個数とする．便宜上，π(1) = 0と定める．ρ(m) は

条件 (P1)–(P3) に加えて，

(P4) t1t2 · · · tr は素数冪ではない．

も満たすmの分割 t = (t1, t2, . . . , tr)全体の個数とする．m ≤ 27に対する π(m)と ρ(m)の

値は次のようになる．

m ≤ 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

π(m) 0 1 1 0 0 1 2 1 0 1 3 3

ρ(m) 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 2 3

m 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

π(m) 1 1 4 5 2 1 5 8 5 2 6 12

ρ(m) 1 0 3 5 2 1 5 8 5 1 5 12

表 1.1.m ≤ 27における π(m)と ρ(m)の値
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定理 1.4 ([Sei22, Theorem 1.4]). 自然数mに対しG = Amとする．このとき，

dS(G) = RO0(G)P(G)

であり，RO0(G)P(G)の Z上の階数は ρ(m)である．

2つの自然数m, nに対し，κ(m,n)は整数 (2n − 1)π(m) + ρ(m)と定める．次の表は，

(m,n) ∈ {1, 2, . . . , 18} × {1, 2, . . . , 6}における κ(m,n)の値である．

HHHHHHn
m ≤ 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

1 0 1 1 0 0 1 3 2 0 1 5 6 2 1 7

2 0 3 3 0 0 3 7 4 0 3 11 12 4 3 15

3 0 7 7 0 0 7 15 8 0 7 23 24 8 7 31

4 0 15 15 0 0 15 31 16 0 15 47 48 16 15 63

5 0 31 31 0 0 31 63 32 0 31 95 96 32 31 127

6 0 63 63 0 0 63 127 64 0 63 191 192 64 63 255

表 1.2.m ≤ 18, n ≤ 6 における κ(m,n)の値

自然数 nに対し，Cn2 を C2の n個の直積とする．

定理 1.5 ([Sei22, Theorem 1.6]). 2つの自然数m, nに対し，G = Am × Cn2 とする．この

とき，

dS(G) = RO0(G)P(G)

であり，RO0(G)P(G)の Z上の階数は κ(m,n)である．

AをRO(G)の部分集合，F , Gを S(G)の部分集合として，次を定める．

AF = {[V ] − [W ] ∈ A | V H = 0, WH = 0 for all H ∈ F}.

AG = {[V ] − [W ] ∈ A | resGKV
∼= resGKW for all K ∈ G}.

AF
G = (AF )G .

実 G-加群 V が任意の H ∈ F に対し V H = 0 を満たすとき，V は F-freeであるという．

特に，F が 1点集合 {N} であるとき，V はN-freeであるという．また，2 つの実G-加群

V, W が任意の K ∈ G に対し resGK V ∼= resGK W を満たすとき，V と W は G-matchedで

あるという．
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C が G の素数冪位数でない巡回部分群全体を動くような G/N -共役類 (CN/N)G/N の

個数を ν(G,N) で表す．

定理 1.6 ([Sei21, Theorem 1.3]). G を素数冪でない元を含む有限群，N をその正規部分群

とする．このとき，RO0(G)
{N}
P(G) の Z 上の階数は

(λ(G,E) − λ(G,N)) − (ν(G,E) − ν(G,N))

である．

注意 1.1. G = PΣL(2, 27) とする．この場合には，[Mo10, Proposition 2.3] より S(G) =

RO(G)
{G}
P(G) (̸= 0) であることから，dS(G) = RO0(G)

{G}
P(G) が得られる．G が素数冪位数で

ないので，λ(G,G) = ν(G,G) = 1 が得られ，[PaSo02, p.878] より λ(G,E) = 2 であること

が知られている．λ(G,E) = 2 であることは， G が持つ素数冪位数でない元を代表元とする

実共役類の個数が 2 であることが理由であるが，その 2 つの代表元を a, b とすると，それぞ

れ位数が 6, 14 であるものが取れる．⟨a⟩ ∼= C6, ⟨b⟩ ∼= C14 より，ν(G,E) = |{⟨a⟩, ⟨b⟩}| = 2

が得られる．定理 1.6 から，

dS(G) = RO0(G)
{G}
P(G) = 0

であることがわかる．

自然数 u に対し，D2u を位数 2u の二面体群，p1, p2, . . . , pm を相異なる m 個の奇素数

とする．定理 1.6 を利用することで，次の計算結果が得られる．

定理 1.7 ([Sei21, Theorem 1.5]). m ≥ 2 に対し，G = D2p1p2···pm ×D2p1p2···pm とする．こ

のとき， dS(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G) であり，RO0(G)

{Gnil}
P(G) の Z上の階数は

(
p1p2 · · · pm + 3

2

)2

−
m∑
i=1

p2i − 9

4
−

m∑
k=1

3m−k

2

∑
1≤t1<···<tk≤m

k∏
i=1

(pti − 1) − 3m − 2m+1 − 1

である．

定理 1.8 ([Sei21, Theorem 1.6]). n ≥ 2 に対し，G = Dn
2p1p2

とする．このとき，次の

(1), (2), (3) が成り立つ．
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(1) dS(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G) であり，RO0(G)

{Gnil}
P(G) の Z上の階数は λ(G,E) − ν(G,E) で

ある．

(2) λ(G,E) =

(
p1p2 + 3

2

)n
−
(
p1 + 1

2

)n
−
(
p2 + 1

2

)n
− 2n + 2.

(3) ν(G,E) =
2∑
i=1

2

pi − 1

((
pi + 3

2

)n
−
(
pi + 1

2

)n
− 2n + 1

)
+

4

(p1 − 1)(p2 − 1)

(
2

(
p1p2 + 3

2

)n
−
(
p1 + p2 + 2

2

)n
−
(
p1 + 3

2

)n
−
(
p2 + 3

2

)n
+ 2n

)
.

ここで，本論文の構成について述べる．本節では，Smith同値表現に関する先行研究と本

論文の研究結果について記述をした．節 2 では，本論文で必要な定義をし，そして実表現環

RO(G) とその部分加群 RO0(G) に関する必要な基礎知識を概説する．節 3, 4, 5 の内容は

[Sei22] に基づいており，節 6, 7 の内容は [Sei21] に基づいている．節 3 では，Oliver群の

d-Smith集合に関する研究結果である定理 1.1の証明を与える．節 4では，対称群と交代群の

d-Smith集合に関する研究結果である定理 1.2, 1.4 の証明を与える．節 5では，対称群また

は交代群と有限生成可換 2-群の直積群の d-Smith集合に関する研究結果である定理 1.3, 1.5

の証明を与える．特に，定理 1.4, 1.5 の証明では，定理 1.1 を利用する．節 6 では，実表

現環 RO(G) の部分加群である RO0(G)
{N}
P(G) の階数に関する研究結果である定理 1.6 の証明

を与える．その結果は，節 7 で利用する．節 7 では，Oliver群であるような二面体群の直積

群の d-Smith集合に関する研究結果である定理 1.7, 1.8 の証明を与える．

2 表現の基礎理論の準備

本節では，d-Smith集合に関する結果の証明に必要な表現論の基礎理論の準備をする．詳細

は，T. tom Dieck [tD79]，J. P. Serre [Ser77] を参照せよ．

K ⊂ F ⊂ Cを満たすCの部分体K, F に対し，環準同型写像φK,F : R(G,K) → R(G,F )
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を φK,F ([V ]) = [V ⊗K F ] により定める．更に，次の記号を定める．

ROQ(G) = φQ,R(R(G,Q)).

RQ(G) = φQ,C(R(G,Q)).

RR(G) = φR,C(R(G,R)).

ROQ(G) = {x ∈ R(G) | kx ∈ ROQ(G) for some k ∈ N}.

RQ(G) = {x ∈ R(G) | kx ∈ RQ(G) for some k ∈ N}.

RR(G) = {x ∈ R(G) | kx ∈ RR(G) for some k ∈ N}.

F を Cの部分体とし，F [G]-加群 V に対し，χV は V の指標と定める．ζ = exp(2π
√
−1/|G|)

とし，Gal(G) を Q 上の Q(ζ) の自己同型群とする．

σ : C → C を複素共役の体同型写像，すなわち

σ(
√
−1) = −

√
−1 及び σ(x) = x (x ∈ R)

を満たすとする．

注意 2.1. RR(G) = R(G)σ 及びRQ(G) = R(G)Gal(G) が成り立つ．特に，RR(G) は Gal(G)-

不変であり，RR(G) もそうである．

注意 2.1 よりGal(G) は RO(G)上に作用し，

RO(G)Gal(G) = ROQ(G) (2.1)

が成り立つことがわかる．2つの実G-加群 V, W に対し，W ∼= ψV を満たす ψ ∈ Gal(G)

が存在するとき，V と W は Galois 共役 であるという．

Γ を Gal(G) またはその商群とし，εΓ : Z[Γ] → Z を添加準同型写像，すなわち

εΓ

(∑
h∈Γ

ahh

)
=
∑
h∈Γ

ah (ah ∈ Z)

が成り立つとし，IΓ を添加イデアル IΓ = ker(εΓ) とする．ここで，

IΓ = ⟨(1 − h)x | h ∈ Γ, x ∈ Z[Γ]⟩Z
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であることに注意しておく．短完全系列

0 // IΓ
� � // Z[Γ]

εΓ // Z // 0

について考えると，次の補題が直ちに得られる．

補題 2.1. Z-加群として，IΓ は Z[Γ] の直和因子である．

補題 2.1より，次の補題が直ちに得られる．

補題 2.2. Z-加群として，IGal(G)RO(G) は RO(G) の直和因子である．

補題 2.3 ([tD79, Proposition 9.2.6]). IGal(G)RO(G) = RO0(G), RO(G)Gal(G) = ROQ(G)

であり，更に

RO(G) = RO0(G) ⊕ ROQ(G)

が成り立つ．

証明. RO(G)Gal(G) = ROQ(G) は式 (2.1) で記述している．そこで，次の 2つの等式が成り

立つことを証明すれば良い．

(i) RO(G) = IGal(G)RO(G) ⊕ ROQ(G)．

(ii) RO0(G) = IGal(G)RO(G)．

まず，(i) を示す．任意の IGal(G)RO(G) の元 y は RO(G) の元 xγ = [Vγ ] − [Wγ ] を用

いて

y =
∑

γ∈Gal(G)

aγ(1 − γ)xγ (aγ ∈ Z)

と表される．このとき，任意の G の部分群 H に対し

DimH(y) =
∑

γ∈Gal(G)

aγ(DimH(xγ) − DimH(γxγ))

=
∑

γ∈Gal(G)

aγ
(
(dimR V

H
γ − dimR(γVγ)H) − (dimRW

H
γ − dimR(γWγ)H)

)
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である．ここで，実G-加群 U と G の部分群 K，ψ ∈ Gal(G) に対して，

dimR(ψU)K =
1

|K|
∑
g∈K

χψU (g)

=
1

|K|
∑
g∈K

ψ(χU (g))

= ψ

 1

|K|
∑
g∈K

χU (g)


= ψ(dimR U

K)

= dimR U
K

より，上の DimH(y) について，DimH(y) = 0 が得られるので，y ∈ RO0(G)，すなわち

IGal(G)RO(G) ⊂ RO0(G) がいえる．x を任意の RO0(G) ∩ ROQ(G) の元とすると，ある自

然数 k に対しある 2つの有理 G-加群 V, W を用いて

kx = [V ⊗Q R] − [W ⊗Q R] (∈ ROQ(G))

と表される．kx ∈ RO0(G)より，任意のGの部分群H に対しdimR(V ⊗QR)H = dimR(W⊗Q

R)H であり，これは dimQ V
H = dimQW

H (∀H ∈ S(G)) と同値である．従って，任意の G

の巡回部分群 C に対し dimQ V
C = dimQW

C であるので，2つの有理G-加群 V, W は互い

に同型である．従って，kx = 0，すなわち x = 0 が得られるので，RO0(G) ∩ ROQ(G) = 0

がいえ，IGal(G)RO(G) ∩ ROQ(G) = 0 が得られる．A = IGal(G)RO(G) ⊕ ROQ(G) とする．

有限生成アーベル群の構造定理より，A は RO(G) の直和因子である．x ∈ RO(G) に対して

|Gal(G)|x =
∑

ψ∈Gal(G)

(1 − ψ)x+

 ∑
ψ∈Gal(G)

ψ

x ∈ IGal(G)RO(G) + RO(G)Gal(G),

より RO(G)⊗ZQ ⊂ ⟨IGal(G)RO(G)⟩Q + ⟨ROQ(G)⟩Q がわかり，逆の包含関係も明らかより，

RO(G) ⊗Z Q = ⟨IGal(G)RO(G)⟩Q + ⟨ROQ(G)⟩Q.

がいえる．従って，rankZA = rankZRO(G) がわかり，

RO(G) = A = IGal(G)RO(G) ⊕ ROQ(G)
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が得られる．

次に，(ii) を示す．IGal(G)RO(G) ⊂ RO0(G) かつRO0(G) ∩ ROQ(G) = 0 より，

RO0(G) = IGal(G)RO(G)

が得られる．

(i), (ii)より，補題 2.3 が得られる．

注意 2.2. 2つの有理G-加群 V, W が同型であることの必要十分条件は，すべての G の巡回

部分群 C に対して dimQ V
C = dimQW

C が成り立つことであることがよく知られている．

3 Oliver群のd-Smith集合

本節では，Oliver群の d-Smith集合に関する次の結果の証明を与える．

定理 1.1. Gnil = G∩2を満たす任意のOliver群Gに対し，

RO0(G)P(G) ⊂ dS(G) ⊂ RO0(G)P∗(G)

が成り立つ．

定理 1.1 より，次の系が直ちに得られる．

系 3.1 ([Sei22, Corollary 4.1]). Gを，Gnil = G∩2 を満たす任意の Oliver群とする．Gが，

次の 2つの条件

(1) G∩2 は奇数位数．

(2) すべての位数が 2-冪である G の巡回部分群 C に対して resGC RO0(G) = 0 を満たす．

のいずれかを満たすならば，dS(G) = RO0(G)P(G) が成り立つ．

証明. 条件 (1), (2) のいずれかを満たすならば RO0(G)P(G) = RO0(G)P∗(G) がいえるので，

定理 1.1 より dS(G) = RO0(G)P(G) が得られる．

次の補題はよく知られており， Smith の定理と呼ばれている．
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補題 3.2 ([Sm60]). p を素数とし，G が p-冪位数であるとき，G のホモトピー球面 Σ 上の

滑らかな作用に対して，ΣG は Zp-ホモロジー球面である．

補題 3.3. G を有限群とし，H は位数が 1, 2 または 4 であるG の部分群とする．もし 2つ

の実G-加群 V, W が Smith同値ならば，resGH V と resGH W は同型である．

証明. Σを，ΣG = {x, y}, V ∼= Tx(Σ), W ∼= Ty(Σ)となるようなG-作用を持つホモトピー球面

とする．K を H の部分群とする．|K|は 2-冪であるので,補題 3.2よりΣK は Z2-ホモロジー

球面であり，そして ΣK は連結または ΣK = {x, y} である．これは dimR V
K = dimRW

K

を意味する．|H| ∈ {1, 2, 4} であるので，resGH V ∼= resGH W が得られる．

補題 3.4. G を Oliver 群，V とW を L(G)-free な実 G-加群とする．V と W が P(G)-

matched であり，任意の G の部分群 H に対し dimR V
H = dimRW

H であるならば，元

x = [V ] − [W ] は dS(G) に属する．

証明. 定義より，dS(G) = S(G)∩RO0(G) である．仮定より，x = [V ]− [W ] は RO0(G) に

属する．[Mo12, Theorem 6.7] より，x が S(G) に属することがわかる．従って，x ∈ dS(G)

がいえる．

注意 3.1. 補題 3.4 より，任意のOliver群 G に対して RO0(G)
L(G)
P(G) ⊂ dS(G) が成り立つこ

とがわかる．

補題 3.5. 有限群Gとその正規部分群N に対し，

RO0(G) = RO0(G/N) ⊕ RO0(G){N}

が成り立つ．

証明. 次の短完全系列について考える．

0 // Ker(fixGG/N ) �
� i // RO0(G)

fixGG/N// RO0(G/N) // 0 .

但し，i は包含写像であり，写像 fixGG/N : RO0(G) → RO0(G/N) を

fixGG/N ([V ] − [W ]) = [V N ] − [WN ]
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により定める．RO0(G){N} = Ker(fixGG/N ) を示せば十分である．RO0(G){N} ⊂ Ker(fixGG/N )

は明らかであるので，Ker(fixGG/N ) ⊂ RO0(G){N} を示せば良い．x = [V ] − [W ] を任意

の Ker(fixGG/N ) の元とする．V, W はいずれも実 G-加群であるので，ある [VN ], [WN ] ∈

RO(G){N} を用いて V = V N ⊕ VN , W = WN ⊕WN と表される．x ∈ Ker(fixGG/N ) より

[V N ] = [WN ] であるので，

x = [V N ⊕ VN ] − [WN ⊕WN ] = [VN ] − [WN ] ∈ RO0(G){N},

すなわち Ker(fixGG/N ) ⊂ RO0(G){N} が得られる．

定理 1.1 の証明. G を Oliver群とする．補題 3.4より，RO0(G)
L(G)
P(G) ⊂ dS(G) である．補

題 3.3 とC. U. Sanchez [Sa76, Corollary 1.11] より，S(G) ⊂ RO(G)P∗(G) である．従って，

RO0(G)
L(G)
P(G) ⊂ dS(G) ⊂ RO0(G)P∗(G)

が得られる．補題 3.5よりRO0(G) = RO0(G/G
∩2)⊕RO0(G){G

∩2}が得られ，RO0(G/G
∩2) =

0であるので，RO0(G){G
∩2} = RO0(G) がいえる．Gnil = G∩2 であるので，RO0(G)

L(G)
P(G) =

RO0(G)
{G∩2}
P(G) がいえる．RO0(G)

L(G)
P(G) = RO0(G)

{G∩2}
P(G) , RO0(G){G

∩2} = RO0(G) より，

RO0(G)
L(G)
P(G) = RO0(G)P(G) がいえるので，

RO0(G)P(G) ⊂ dS(G) ⊂ RO0(G)P∗(G)

が得られる．

4 交代群のd-Smith集合

本節では，G = Sm, Am の d-Smith集合に関する研究結果である定理 1.2, 1.4 の証明と，定

理 1.4 が持つ系について記述する．

更に本節では，対称群と交代群の表現論の基礎知識を扱う．詳細は，W. Fulton–J. Harris

[FH91]，G. James–A. Kerber [JK84] を参照せよ．

まず，定理 1.2, 1.4 を思い出す．

定理 1.2. 自然数mに対し，G = Smとする．このとき，dS(G) = RO0(G) = 0 である．
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定理 1.4. 自然数 mに対し G = Am とする．このとき， dS(G) = RO0(G)P(G) であり，

RO0(G)P(G)の Z上の階数は ρ(m)である．

定理 1.4 は，次の系を持つ．

系 4.1 ([Sei22, Corollary 1.5]). dS(Am) = {0}であることの必要十分条件は，

m ∈ {1, 2, . . . , 9, 12, 13, 17}

である．

注意 4.1. π(m) = 0であることの必要十分条件は，m ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8, 12}である．

mを自然数，gをSmの元とする．r個のdisjoint cycle gi = (gi,1, gi,2, . . . , gi,τi)(1 ≤ i ≤ r)

が，g = g1g2 · · · gr, τ1 ≥ τ2 ≥ · · · ≥ τr, m = τ1+τ2+ · · ·+τr をすべて満たすとき，g1g2 · · · gr
を gのサイクル分解という．上の g ∈ Smに対し，mの分割 τ(g) を τ(g) = (τ1, τ2, . . . , τr)

により定める．任意のmの分割は，ある g ∈ Sm を用いて τ(g) と表すことができる．m の

分割 t により，Young 対称子 ct ∈ Z[Sm] が定まる（[FH91, p.46, (4.2)]をみよ）．C の部分

体 F に対し，F [Sm]ct を右から ct を F [Sm] に作用させた像とする．

注意 4.2 ([FH91, Theorem 4.3]). 任意の分割 t に対し，c2t = ntct を満たす自然数 nt が存在

し， Vt = C[Sm]ct は既約な複素 Sm-加群である．

注意 4.3 ([FH91, Lemma 4.25]). 任意の g, h ∈ Smに対し，Vτ(g) と Vτ(h) が同型であること

の必要十分条件は， (g)Sm = (h)Sm である．

FSm を Sm の元の Sm-共役類の完全代表系とする．このとき，集合 {[Vτ(g)] | g ∈ FSm}

が R(Sm) の Z上の基底になることがよく知られており，これより次の事実が得られる．

命題 4.2. 集合 {[Q[Sm]cτ(g)] | g ∈ FSm}, {[R[Sm]cτ(g)] | g ∈ FSm} は，それぞれ R(Sm,Q),

RO(Sm) の Z上の基底である．

証明. F = Q, R に対し，すべての F [Sm]cτ(g) が既約であることを示せば良い．F [Sm]cτ(g)

が可約だと仮定すれば，F [Sm]cτ(g) ⊗F C = Vτ(g) も可約になり，Vτ(g) が既約であることに

矛盾する．
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定理 1.2 の証明. dS(Sm) ⊂ RO0(Sm) であるので，RO0(Sm) = 0 を示せば十分である．任

意の g ∈ Smに対し R[Sm]cτ(g) = Q[Sm]cτ(g) ⊗Q R であるので，命題 4.2 より，

RO(Sm) = ⟨[Q[Sm]cτ(g) ⊗Q R] | g ∈ FSm⟩Z = ROQ(Sm)

が得られる．ROQ(Sm) ⊂ ROQ(Sm) ⊂ RO(Sm) であるので，RO(Sm) = ROQ(Sm) が得ら

れ，補題 2.3 より RO0(Sm) = 0 がいえる．

mの分割 tに対し，tと共役な分割 t′ を，tに対応するYoung図形の行と列を入れ替えた

Young図形に対応するmの分割とする．C± を非自明な 1次元の複素Sm-加群とする．このと

き，Vt′ は Vt⊗CC± と複素Sm-加群として同型である．共役により与えられるC2-作用を持つ

mの分割全体の集合を T とする．更に，Λs-conj をmの自己共役な分割全体の集合，Λ∗ (⊂ T )

を C2-軌道集合の完全代表系とする．定義より，Λs-conj = T C2 , Λ∗ = (T ∖ Λs-conj)/C2 で

ある．

A1 は単位群なので，dS(A1) = RO0(A1)P(A1) = 0 は明らかである．本節でこれ以降は，

m は 2以上の整数，g を Am の元，a を Sm の奇置換とする．もし g が (g)Sm ̸= (g)Am を満

たすならば，g は splitであるという．g が splitならば，(g)Sm = (g)Am ⨿ (aga−1)Am が成

り立つ．もし g が (g)Am = (g−1)Am を満たすならば，g は realであるといい，g が realで

ないとき，g は complexであるという．g が complexならば，g は (g−1)Am = (aga−1)Am

を満たす splitな元であることは明らかである．また，g が (g)Am = (aga−1)Am を満たすと

き，g は rationalであるという．g が rationalであることと g が splitでないことは同値で

ある．

次の記号を定める．

A1 = {(x)Sm | x ∈ Am, x は splitかつ real}.

A2 = {(x)Sm | x ∈ Am, x は complex}.

A3 = {(x)Sm | x ∈ Am, x は rational}.

i = 1, 2, 3 に対し，Fi (⊂ Am) をAiに属する Sm-共役類の完全代表系とする．

t = (t1, t2, . . . , tr) を m の分割とする．t1, t2, . . . , trが相異なる（t1 > t2 > · · · > tr を

満たす）奇数であるとき，t を splitであるという．次の 2つの補題は古典的な結果である．

（[FH91, Section 5.1]，特に [FH91, Proposition 5.3]を見よ．）
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補題 4.3. g を Am の元，τ を g のサイクル分解に対応する m の分割とする．

(1) g が splitであることの必要十分条件は，τ が splitであることである．

(2) g が splitで，τ の長さを r とする．このとき，g が realであることの必要十分条件は，

m− r ≡ 0 mod 4が成り立つことである．

Λsp を m の splitな分割全体の集合とする．t = (t1, t2, . . . , tℓ) ∈ Λs-conj に対し，t に対

応するYoung図形のフック長をとると，splitなmの分割 ω (= ω(t)) = (ω1, ω2, . . . , ωr) を

とることができる．このとき，ω1 = 2t1 − 1, ω2 = 2t2 − 3, ω3 = 2t3 − 5, . . . である．逆に，

t ∈ Λsp に対して，ω(λ) = t を満たす自己共役な分割 λ (= λ(t)) が一意的に定まる．従って，

2つの対応 Λs-conj
ω−→ Λsp と Λsp

λ−→ Λs-conj は全単射である．

補題 4.4. g を Am の元，a を Sm の元で奇置換であるものとする.

(1) g が splitかつ realであるとし，λ = λ(τ(g))とおく．このとき，resSm
Am

Q[Sm]cλ は既約

であり，resSm
Am

R[Sm]cλ は

resSm
Am
Vλ = (Ug,+ ⊗R C) ⊕ (Ug,− ⊗R C)

を満たす互いに同型でない既約な実 Am-加群 Ug,+ と Ug,− の直和である．また，Am

の元 h に対して，χUg,+(aha−1) = χUg,−(h) が成り立ち，(h)Sm ̸= (g)Sm を満たす

h ∈ Am に対して χUg,+(h) = χUg,−(h) が成り立つ．更に，
√
q(g) /∈ Q を満たす特定

の自然数 q(g) に対し

χUg,+(g) =
1

2

(
1 +

√
q(g)

)
, χUg,−(g) =

1

2

(
1 −

√
q(g)

)
,

が成り立つ．

(2) g がcomplexであるとし，λ = λ(τ(g))とおく．このとき，resSm
Am

Q[Sm]cλ と resSm
Am

R[Sm]cλ

は既約であり，resSm
Am
Vλ はW g,+

∼= Wg,− を満たす互いに同型でない複素型の既約な

実Am-加群Wg,+ と Wg,− の直和である．但し， W g,+ は Wg,+ の複素共役な実Am-

加群を表す．また，Am の元 h に対して，χWg,+(aha−1) = χWg,−(h) が成り立ち，
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(h)Sm ̸= (g)Sm を満たす h ∈ Am に対し χWg,+(h) = χWg,−(h) が成り立つ．更に，特

定の自然数 q(g) に対し

χWg,+(g) =
1

2

(
−1 +

√
−q(g)

)
, χWg,−(g) =

1

2

(
−1 −

√
−q(g)

)
,

が成り立つ．

(3) tを自己共役でないmの分割，すなわち t /∈ Λs-conj であるとする．このとき，resSm
Am

Q[Sm]ct,

resSm
Am

R[Sm]ct, resSm
Am
Vt はいずれも既約である．

注意 4.4. τ(g) = (τ1, τ2, . . . , τr) を m の分割とする．このとき，補題 4.4 の q(g) は q(g) =

τ1τ2 · · · τr である．

このとき，次の事実が直ちに得られる．

命題 4.5. 次の (1), (2), (3) がいえる．

(1) 集合

{[resSm
Am

Q[Sm]cλ(τ(g))] | g ∈ F1 ∪ F2} ∪ {[resSm
Am

Q[Sm]ct] | t ∈ Λ∗}

は R(Am,Q) の Z上の基底となる．

(2) 集合

{[Ug,+], [Ug,−] | g ∈ F1} ∪ {[Wg,+R] | g ∈ F2} ∪ {[resSm
Am

R[Sm]ct] | t ∈ Λ∗}

は RO(Am) の Z上の基底となる．但し，Wg,+R は Wg,+ の実化を表す．

(3) 集合
{[Ug,+ ⊗R C], [Ug,− ⊗R C] | g ∈ F1} ∪ {[Wg,+], [Wg,−] | g ∈ F2}

∪ {[resSm
Am
Vt] | t ∈ Λ∗}

は R(Am) の Z上の基底となる．

命題 4.6. g を F1 の元とする．任意の偶数位数の Am の元 h に対し，

χUg,+(h) = χUg,−(h)

が成り立つ．
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証明. a ∈ Sm を奇置換であるとする．h は偶数位数なので，h は rationalであり，(h)Am =

(aha−1)Am がいえる．従って，

χUg,+(h) = χUg,+(aha−1) = χUg,−(h)

である．

命題 4.7. P を素数冪である自然数全体の集合とする．

(1) 集合 {[Ug,+] − [Ug,−] | g ∈ F1} は RO0(Am) の Z上の基底となる．

(2) 集合 {[Ug,+] − [Ug,−] | g ∈ F1 かつ ord(g) /∈ P} は RO0(Am)P(Am) の Z上の基底と

なる．

証明. (1) RO(Am) = RO0(Am)⊕ROQ(Am)が成り立つことを思い出す．命題 4.5より，集合

{[Ug,+] − [Ug,−], [Ug,+] | g ∈ F1} ∪ {[Wg,+R] | g ∈ F2} ∪ {[resSm
Am

R[Sm]ct] | t ∈ Λ∗}

は RO(Am) のZ上の基底となることがわかる．ψ を
√
q(g) を −

√
q(g) に写す Gal(Am) の

元とすると，Ug,− ∼= ψUg,+，すなわち Ug,+ と Ug,− は互いにGalois共役であるので（[Ser77,

Section 12.4]を参照せよ），集合 U = {[Ug,+] − [Ug,−] | g ∈ F1} はRO0(Am)に含まれる．

rankZRO0(Am) = rankZRO(Am) − rankZROQ(Am) = |F1|

より，U が RO0(Am) の基底となることがわかる．

(2) UP を，realかつ splitであり素数冪位数でない Am の元 g に対する [Ug,+] − [Ug,−]

からなる集合とする．Xm を，Amの元 gを代表元とする実共役類 (g)±Am
の集合とする．

このとき，R-加群の同型写像

Ψ : RO(Am) ⊗Z R −→ Map(Xm,R)

が Ψ([U ])((h)±Am
) = χU (h) により与えられる．g を F1 の元，a を Smの元で，奇置換であ

るものとする．補題 4.4より，

Ψ([Ug,+] − [Ug,−])(h) =

{
0 if (h)Sm ̸= (g)Sm√
q(g) if (h)Sm = (g)Sm ,
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及び

Ψ([Ug,+] − [Ug,−])(aha−1) = −Ψ([Ug,+] − [Ug,−])(h) (h ∈ Am)

が得られる．

x =
∑
g∈F1

ag([Ug,+] − [Ug,−]) (ag ∈ Z)

を RO0(Am)P(Am) の元とする．素数冪位数の g ∈ F1 に対して，

Ψ(x)(g) = ag
√
q(g) = 0

であるので，ag = 0が得られる．従って，RO0(Am)P(Am) は UP により生成される RO(Am)

の部分加群 ⟨UP⟩Z に含まれる．UP ⊂ RO0(Am)P(Am) であるので，RO0(Am)P(Am) = ⟨UP⟩Z
がわかる．よって，UP は RO0(Am)P(Am) の基底となる．

系 4.8. P を素数冪である自然数全体の集合とする．

(1) RO0(Am) の Z上の階数は，τ(g) が相異なる奇数からなり，τ(g)の長さを rとしたと

きにm − r ≡ 0 mod 4 を満たすような，g ∈ Am の Sm-共役類 (g)Sm の個数と等

しい．

(2) RO0(Am)P(Am) のZ上の階数は，τ(g)が相異なる奇数からなり，τ(g) = (τ1, τ2, . . . , τr)

としたときにm− r ≡ 0 mod 4, τ1τ2 . . . τr /∈ P を満たすような，g ∈ Am の Sm-共

役類 (g)Sm の個数と等しい．

注意 4.5. 補題 4.3, 命題 4.7 (1) と系 4.8 (1) より |F1| = π(m) が得られ，更に RO0(Am) の

Z上の階数は π(m) であることがわかる．

定理 1.4 の証明. 自然数 m に対し，G = Am とおく．系 3.1 より dS(G) = RO0(G)P(G) が

得られ，命題 4.6 と 系 4.8 (2) より，RO0(G)P(G) の Z上の階数が ρ(m) の値と等しいこと

がわかる．

系 4.1 の証明. m ≤ 9またはm ∈ {12, 13, 17}の場合，直接的な計算により ρ(m) = 0が得ら

れるので，このとき dS(Am) = {0}であることがわかる．I = {m ∈ N |m ≥ 10}∖{12, 13, 17}

とおく．任意の m ∈ I に対し，ρ(m) > 0がいえることを示せば良い．次の 4つの場合分け

をし，それぞれに対し ρ(m) > 0 が成り立つことを示す．

20



(i) m ≡ 0 mod 4かつ m ≥ 16 の場合．

k を自然数， m = 4k ≥ 16 とする．このとき，m の分割 t = (m − 9, 5, 3, 1) が，条件

(P1)–(P4) を満たす．

従って，m ≡ 0 mod 4かつ m ≥ 16 の場合， ρ(m) > 0 がいえる．

(ii) m ≡ 1 mod 4かつ m ≥ 21 の場合．

k を自然数， m は素数冪でない 21以上の整数 4k+ 1とする．このとき，m の分割 t = (m)

が，条件 (P1)–(P4) を満たす．

k を自然数， m = 4k + 1 ≥ 25 とする．このとき，m の分割 t = (m − 16, 7, 5, 3, 1)

が，条件 (P1)–(P4) を満たす．

従って，m ≡ 1 mod 4かつ m ≥ 21 の場合， ρ(m) > 0 がいえる．

(iii) m ≡ 2 mod 4かつ m ≥ 10 の場合．

k を自然数，m はm− 3 が 3-冪とならないような 10以上の整数 4k + 2とする．このとき，

m の分割 t = (m− 3, 3) が，条件 (P1)–(P4) を満たす．

k を自然数，m はm− 7 が 7-冪とならないような 18以上の整数 4k + 2とする．このと

き，m の分割 t = (m− 7, 7) が，条件 (P1)–(P4) を満たす．

k を自然数， m = 4k + 2 ≥ 38とする．このとき，m の分割 t = (m− 25, 9, 7, 5, 3, 1)

が，条件 (P1)–(P4) を満たす．

従って，m ≡ 2 mod 4かつ m ≥ 10 の場合， ρ(m) > 0 がいえる．

(iv) m ≡ 3 mod 4かつ m ≥ 11 の場合．

k を自然数，m はm− 4 が 3-冪とならないような 11以上の整数 4k + 3とする．このとき，

m の分割 t = (m− 4, 3, 1) が，条件 (P1)–(P4) を満たす．

k を自然数， m = 4k+ 3 ≥ 15とする．このとき，m の分割 t = (m− 8, 5, 3) が，条件

(P1)–(P4) を満たす．

従って，m ≡ 3 mod 4かつ m ≥ 11 の場合， ρ(m) > 0 がいえる．

以上より，任意の m ∈ I に対し，ρ(m) > 0が成り立つことがわかる．
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5 群Am × C2 × · · · × C2 のd-Smith集合

本節では，G = Sm ×C2 × · · · ×C2, Am ×C2 × · · · ×C2 の d-Smith集合に関する研究結果

である定理 1.3, 1.5 の証明と，定理 1.5 が持つ系について記述する．また，節 4 で現れた記

号はそのまま扱う．

まず，定理 1.3 を思い出し，更にその証明を与える．

定理 1.3. 2つの自然数m, nに対し，G = Sm×Cn2 とする．このとき，dS(G) = RO0(G) = 0

である．

証明. G = Sm × Cn2 とおく．dS(G) ⊂ RO0(G) であるので，RO0(G) = 0 を示せば十分で

ある．x, y, ψ をそれぞれ RO(Sm), RO(Cn2 ), Gal(Sm × Cn2 ) の任意の元とする．すべての

g ∈ Sm ×Cn2 に対する x⊗R y の指標の値は有理数であるので，χψ(x⊗Ry) = χx⊗Ry ，すなわ

ち ψ(x⊗R y) ∼= x⊗R y が得られ，RO0(G) = 0 がいえる．

次に，定理 1.5 を思い出す．

定理 1.5. 2つの自然数m, nに対し，G = Am×Cn2 とする．このとき，dS(G) = RO0(G)P(G)

であり，RO0(G)P(G)の Z上の階数は κ(m,n)である．

定理 1.5 は，次の系を持つ．

系 5.1 ([Sei22, Corollary 1.7]). 2つの自然数m, nに対し，G = Am × Cn2 とする．このと

き，dS(G) = {0}であることの必要十分条件はm ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8, 12}である．

m, n を自然数とし，G = Am×Cn2 とおく．ここから命題 5.3 までは，m は 2 以上の自

然数とする．自然数 k に対して Ik = {1, 2, . . . , k} と定め，V1, V2, . . . , V2n を互いに同型

でない既約な実 Cn2 -加群の全体とする．このとき，集合

{[Ug,+ ⊗R Vi], [Ug,− ⊗R Vi] | g ∈ F1, i ∈ I2n} ∪ {[Wg,+R ⊗R Vi] | g ∈ F2, i ∈ I2n}

∪ {[(resSm
Am

R[Sm]ct) ⊗R Vi] | t ∈ Λ∗, i ∈ I2n}

は RO(G) の Z上の基底となる．
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命題 5.2. 集合 {[Ug,+ ⊗R Vi] − [Ug,− ⊗R Vi] | g ∈ F1, i ∈ I2n} は，RO0(G) の Z上の基底

となる．

証明. RO(G) = RO0(G) ⊕ ROQ(G) が成り立つことを思い出す．集合

{[Ug,+ ⊗R Vi] − [Ug,− ⊗R Vi], [Ug,+ ⊗R Vi] | g ∈ F1, i ∈ I2n}

∪ {[Wg,+R ⊗R Vi] | g ∈ F2, i ∈ I2n} ∪ {[(resSm
Am

R[Sm]ct) ⊗R Vi] | t ∈ Λ∗, i ∈ I2n}

は RO(G) の Z上の基底となる．ψ を
√
q(g) を −

√
q(g) に写す Gal(G) の元とすると，

Ug,−⊗R Vi ∼= ψ(Ug,+⊗R Vi)，すなわち Ug,+⊗R Vi と Ug,−⊗R Vi は互いにGalois共役である

ので，集合 V = {[Ug,+⊗R Vi]− [Ug,−⊗R Vi] | g ∈ F1, i ∈ I2n} は RO0(G) に含まれる．もし

W が既約な Am-加群ならば，任意の ψ ∈ Gal(G), i ∈ I2n に対しψ(W ⊗R Vi) = (ψW )⊗R Vi

が成り立つ．従って任意の RO0(G) の元は，W が既約な実Am-加群，i ∈ I2n，(ψW )⊗R Vi

が実 G-加群となるような [W ⊗R Vi] − [(ψW ) ⊗R Vi] の Z上の線型結合で表される．更に，

すべての g ∈ F1 に対し W と Ug,± が互いに同型でないならば，Im(χW ) ⊂ Q であるので，

任意の ψ ∈ Gal(G) に対して W ⊗R Vi と ψ(W ⊗R Vi) は互いに同型であることがわかる．

よって，RO0(G) ⊂ ⟨V⟩Z，すなわちRO0(G) = ⟨V⟩Z が得られる．

注意 5.1. 命題 5.2 より，RO0(G) の Z上の階数が 2nπ(m) であることがわかる．

F11 を素数冪位数である g ∈ F1 全体の集合，F12 を F11 の補集合 F1 ∖F11，すなわち

素数冪位数でない g ∈ F1 全体の集合とする．g ∈ F1, i ∈ I2n に対し，ug,i = [Ug,+ ⊗R Vi] −

[Ug,− ⊗R Vi] とおく．

命題 5.3. 集合

{ug,i − ug,2n | g ∈ F11, i ∈ I2n−1} ∪ {ug,i | g ∈ F12, i ∈ I2n}

は RO0(G)P(G) の Z上の基底となる．

証明. W = {ug,i − ug,2n | g ∈ F11, i ∈ I2n−1} ∪ {ug,i | g ∈ F12, i ∈ I2n} とおき，Xm,n を

Gの元 gを代表元とする実共役類 (g)±Gの集合とする．R-加群の同型写像

Ψ : RO(G) ⊗Z R −→ Map(Xm,n,R)
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が Ψ([U ])((h)±G) = χU (h) により与えられる．

x =
∑
g∈F1

2n∑
k=1

ag,kug,k (ag,k ∈ Z)

を RO0(G)P(G) の元とする．i ∈ I2n に対し， χi を Vi の指標とする．補題 4.4 より，

(h, t) ∈ Am × Cn2 = G に対し

Ψ(x)(h, t) =

{
0 if h /∈ F1√
q(h)

∑2n

k=1 ah,kχi(t) if h ∈ F1,

が得られる．まず，g = (h, t) ∈ Am × Cn2 = G を任意の 2-冪位数の G の元とする．このと

き，h /∈ F1 より，

Ψ(x)(g) = 0

がわかる．次に，g を任意の奇素数冪位数の G の元とする．このとき，任意の G は奇素数

冪位数の h ∈ Am と Cn2 の単位元 e を用いて g = (h, e) と表される．このとき，

Ψ(x)(g) =
√
q(h)

2n∑
k=1

ah,k = 0

より， ah,2n = −ah,1 − ah,2 − · · · − ah,2n−1 が得られる．従って，

x =
∑
g∈F11

2n−1∑
k=1

ag,k(ug,k − ug,2n) +
∑
g∈F12

2n∑
k=1

ag,kug,k ∈ ⟨W⟩Z

がいえるので，RO0(G)P(G) ⊂ ⟨W⟩Z が得られる．W ⊂ RO0(G)P(G) より，RO0(G)P(G) =

⟨W⟩Z が得られる．

定理 1.5 の証明. m = 1 のとき，G は Cn2 と同型であるので，RO0(G) = 0 が直ちに得

られる．m ≥ 2 のとき，命題 5.3 より，RO0(G)P(G) の Z 上の階数は κ(m,n) である．

2 ≤ m ≤ 4 のとき，π(m) = 0 であるので， RO0(G) = 0 である．従って，1 ≤ m ≤ 4

のときは dS(G) = RO0(G)P(G) = 0 であることがわかる．m ≥ 5 のとき，系 3.1 より

dS(G) = RO0(G)P(G) が直ちに得られる．
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系 5.1 の証明. 任意の 2つの自然数 m, n に対し，κ(m,n) = 0 であることの必要十分条件

は π(m) = ρ(m) = 0 が成り立つことである．注意 4.1 と定理 1.5 より，dS(G) = {0} であ

ることの必要十分条件はm ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8, 12} であることがわかる．

コメント 5.1. 当初は系 5.1 を証明するにあたり，m について場合分けをして証明していた

が，[Sei22] を投稿してレフェリーからのいただいたアドバイスにより，そのようなことをし

なくても，上記のように簡単に証明できることがわかった．

6 実表現環の部分加群 RO0(G)
{N}
P(G) の階数

本節では，有限群 G とその正規部分群 N に対する実表現環の部分加群 RO0(G)
{N}
P(G) の階

数に関する研究結果である定理 1.6 の証明を与える．

定理 1.6. G を素数冪でない元を含む有限群，N をその正規部分群とする．このとき，

rankZRO0(G)
{N}
P(G) = (λ(G,E) − λ(G,N)) − (ν(G,E) − ν(G,N))

が成り立つ．

RO0(G)
{N}
P(G) の Z 上の階数を µ(G,N) により表すとする．一般に，|G| を割り切る素数

p に対して

RO0(G)
{Gnil}
P(G) ⊂ RO0(G)

L(G)
P(G) ⊂ RO0(G)

{G{p}}
P(G)

であるため，定理 1.6 は次の系を持つことがわかる．

系 6.1 ([Sei21, Corollary 1.4]). G を素数冪でない元を含む有限群とする．このとき，不等式

µ(G,Gnil) ≤ rankZRO0(G)
L(G)
P(G) ≤ min

p:素数

{
µ(G,G{p})

}
が成り立つ．

次の定理を利用することで，定理 1.6 を証明することができる．

定理 6.2 ([Sei21, Theorem 1.1]). G を素数冪でない元を含む有限群，N をその正規部分群

とする．このとき，R(G,Q)
{N}
P(G) の Z上の階数は ν(G,E) − ν(G,N) である．
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一般に，|G| を割り切る素数 p に対して

R(G,Q)
{Gnil}
P(G) ⊂ R(G,Q)

L(G)
P(G) ⊂ R(G,Q)

{G{p}}
P(G)

であるため，定理 6.2 は次の系を持つことがわかる．

系 6.3 ([Sei21, Corollary 1.2]). G を素数冪でない元を含む有限群とする．このとき，不等式

ν(G,E) − ν(G,Gnil) ≤ rankZR(G,Q)
L(G)
P(G) ≤ ν(G,E) − max

p:素数

{
ν(G,G{p})

}
が成り立つ．

そこで，まずは定理 6.2 の証明を与え，後程それを利用して定理 1.6 の証明を与えるこ

とにする．

g ∈ G に対し，⟨g⟩ を g で生成される G の巡回部分群，A を G-共役類上不変な G の部

分集合とする．このとき M(G,A) を ⟨a⟩ = ⟨b⟩ を満たす a, b ∈ A に対し f(a) = f(b) を満

たすようなG-共役類上で定数となる関数 f : A→ Q 全体の集合，M(G,A)P(G) を写像

resGP(G) : M(G,A) →
∏

P∈P(G)

M(P,A)

の核とする．

G の正規部分群 N に対し，準同型写像 fixGG/N : M(G,A) → M(G/N,AN/N) を，(
fixGG/N

)
f(aN) =

1

|N |
∑
x∈N

f(ax) (a ∈ A)

により定め，M(G,A){N} を fixGG/N : M(G,A) → M(G/N,AN/N) の核とする．G の巡回

部分群 C に対し，写像 fC : G→ Q を

fC(g) =

{
1 (⟨g⟩ ∈ (C)G)
0 (⟨g⟩ /∈ (C)G)

により定める．

命題 6.4. G の元 a とG の巡回部分群 C に対し，fixGG/NfC(aN) の値が正であることの必

要十分条件は，G/N の巡回部分群 ⟨aN⟩ が CN/N と互いに G/N -共役であることである．
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証明.

|N |fixGG/NfC(aN) =
∑
x∈N

fC(ax)

= |{x ∈ N | ⟨ax⟩ ∈ (C)G}|

=

∣∣∣∣∣∣
∪
g∈G

gCg−1

 ∩ aN

∣∣∣∣∣∣
より，fixGG/NfC(aN) の値が正であることと

(∪
g∈G gCg

−1
)
∩ aN が空集合でないことは同

値である．また，
(∪

g∈G gCg
−1
)
∩ aN が空集合でないことと (C)G ∩ aN が空集合でないこ

とは同値であり，更にそれは C ∩ (aN)G が空集合でないことは同値である．C ∩ (aN)G が

空集合でないことの必要十分条件は，C がある b ∈ N, g ∈ G を用いて C = ⟨gabg−1⟩ と表

されることであり，これは ⟨aN⟩ と CN/N が互いに G/N -共役であることを意味する．

次の結果はよく知られている．

補題 6.5 ([PaSo02, p. 857]). g ∈ G と実G-加群 V に対し，χV N (gN) の値は

1

|N |
∑
x∈N

χV (gx)

である．

証明. V が既約である場合を示せば十分である．ρV : G → Aut(V ) を，V を表現空間とし

て持つ実表現とする．写像 φ : V → V を

φ(v) =
1

|N |
∑
x∈N

ρV (x)v

により定める．このとき，Im(φ) = V N である．a ∈ G と v ∈ V N に対し，準同型写像

ρV N : G/N → Aut(V N ) を ρV N (aN)v = ρV (a)v により定める．V は既約であるので，

V N = V の場合と V N = 0 の場合について証明すれば良い．

まず，V N = V と仮定する．v ∈ V に対し
∑

x∈N ρV (ax)φ(v) =
∑

x∈N ρV (ax)v である

ので，

ρV N (aN) =
1

|N |
∑
x∈N

ρV (ax)
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が得られるため，

χV N (gN) =
1

|N |
∑
x∈N

χV (gx)

がわかる．

次に，V N = 0 と仮定する．このとき， χV N (aN) = 0 であるので，
∑

x∈N χV (ax) = 0

を示せば良い．v ∈ V に対し φ(v) = 0 であるので，a ∈ G に対して

ρV (a)φ(v) =
∑
x∈N

ρV (ax)v = 0

がいえる．
∑

x∈N ρV (ax) = 0 より，
∑

x∈N χV (ax) = 0 が得られる．

Q(G) を G の素数冪位数の元全体の集合とする．補題 6.5 より，次が可換図式となるこ

とがわかる．

Q⊗Z R(G,Q)P(G)

fixGG/N //

τG
��

Q⊗Z R(G/N,Q)

τG/N

��
M(G,G \Q(G))

fixGG/N // M(G/N, (G \Q(G))N/N)

但し，すべての同型でない既約なG-表現空間 Viに対して，τGとfixGG/N : Q⊗ZR(G,Q)P(G) →

Q⊗Z R(G/N,Q) はそれぞれ

τG

(∑
i

(ri ⊗ [Vi])

)
=
∑
i

riχVi , fixGG/N

(∑
i

(ri ⊗ [Vi])

)
=
∑
i

(ri ⊗ [V N
i ]) (ri ∈ Q)

により定められる．

命題 6.6. 有理ベクトル空間 M(G,G)P(G) は M(G,G\Q(G)) と一致しており，τG と τG/N

は同型写像である．

証明. f 7→ f |G\Q(G) により与えられる写像M(G,G)P(G) → M(G,G \Q(G)) は単射である．

更に，

h 7−→ h̄ ; h̄(x) =

{
h(x) (x ∈ G \Q(G))
0 (x ∈ Q(G))

により与えられる写像M(G,G\Q(G)) → M(G,G)P(G)も単射である．従って，M(G,G)P(G) =

M(G,G \Q(G))である．2つの実G-加群 V, W に対し，[V ] = [W ] であることの必要十分

条件は χV = χW が成り立つことである．よって， τG と τG/N 同型写像である．
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Conj(G, C) を G の巡回部分群のG-共役類全体の集合，Conj(G, CP) を C が素数冪位数

であるものを動くような (C)G ∈ Conj(G, C) 全体の集合とする．

命題 6.7. G を素数冪位数でない元を持つ有限群とする．このとき，R(G,Q)P(G) の Z上の

階数は ν(G,E) である．

証明. 次の系列について考える．

0 −→ Q⊗Z R(G,Q)P(G) −→ Q⊗Z R(G,Q)
resGP(G)−→

∏
P∈P(G)

Q⊗Z R(P,Q).

但し， P(G) = {P1, P2, . . . , Ps} としたとき x ∈ Q ⊗Z R(G,Q)P(G) に対し，resGP(G)(x) =

(resGP1
x, resGP2

x, . . . , resGPs
x) である．Conj(G, C) = {(H1)G, (H2)G, . . . , (Ht)G} とする．i =

1, 2, . . . , tに対し，写像 φi : Conj(G, C) → QをKroneckerのデルタ δij を用いてφi((Hj)G) =

δij により定める．Map(Conj(G, C),Q)と Q⊗ZR(G,Q)が同型で，{φi |(Hi)G ∈ Conj(G, C)}

が Map(Conj(G, C),Q) のQ上の基底となるので，dimQ(Q ⊗Z R(G,Q)) = |Conj(G, C)| で

ある．{resGP(G)φi | (Hi) ∈ Conj(G, CP)} が Q 上線型独立であるので，dimQ Im(resGP(G)) =

|Conj(G, CP)| である．従って，

rankZR(G,Q)P(G) = dimQ(Q⊗Z R(G,Q)P(G))

= dimQ Ker(resGP(G))

= dimQ(Q⊗Z R(G,Q)) − dimQ Im(resGP(G))

= |Conj(G, C)| − |Conj(G, CP)|

= ν(G,E)

がわかる．

命題 6.8. 集合 {fC | (C)G ∈ Conj(G, C) \ Conj(G, CP)}, {fD | (D)G/N ∈ Conj(G/N, C)} は

それぞれ有理ベクトル空間 M(G,G \Q(G)), M(G/N,G/N) のQ上の基底となる．

証明. 各 (C)G ∈ Conj(G, C) \ Conj(G, CP) に対し，fC は M(G,G \ Q(G)) に属する. 集

合 {fC | (C)G ∈ Conj(G, C) \ Conj(G, CP)} は線型独立であり，dimQM(G,G \ Q(G)) =

|Conj(G, C)| − |Conj(G, CP)| なので，{fC |C ∈ BG\Q(G)} がM(G,G \Q(G)) の基底になる
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ことがわかる．同様な方法で，{fD |D ∈ BG/N} が M(G/N,G/N) の基底になることを示

すこともできる．

命題 6.4より，次の命題が得られる．

命題 6.9. fixGG/N (M(G,G \Q(G))) のQ上の次元は ν(G,N) である．

定理 6.2 の証明. 命題 6.6 より，

rankZR(G,Q)
{N}
P(G) = dimQ

(
Q⊗Z R(G,Q)

{N}
P(G)

)
= dimQM(G,G \Q(G)){N}

がわかる．定義と命題 6.8, 6.9 より，

dimQM(G,G \Q(G)) = ν(G,E)及び dimQ fixGG/N (M(G,G \Q(G))) = ν(G,N)

がいえるので，rankZR(G,Q)
{N}
P(G) = ν(G,E) − ν(G,N) が得られる．

補題 6.10. 有限群G とその正規部分群 N に対し，

Q⊗Z RO(G)
{N}
P(G) =

(
Q⊗Z R(G,Q)

{N}
P(G)

)
⊕
(
Q⊗Z RO0(G)

{N}
P(G)

)
が成り立つ．

証明. 任意の x ∈ RO(G)
{N}
P(G) に対し，

|Gal(G)|x =

 ∑
ψ∈Gal(G)

ψ

x+
∑

ψ∈Gal(G)

(1 − ψ)x ∈
(

RO(G)
{N}
P(G)

)Gal(G)
+ RO0(G)

{N}
P(G)

である．補題 2.3 より，(
RO(G)

{N}
P(G)

)Gal(G)
+ RO0(G)

{N}
P(G) =

(
RO(G)Gal(G)

){N}

P(G)
+ RO0(G)

{N}
P(G)

= ROQ(G)
{N}
P(G) + RO0(G)

{N}
P(G)

= ROQ(G)
{N}
P(G) ⊕ RO0(G)

{N}
P(G)

であり，Q⊗Z ROQ(G)
{N}
P(G) = Q⊗Z R(G,Q)

{N}
P(G) より，(

Q⊗Z ROQ(G)
{N}
P(G)

)
+
(
Q⊗Z RO0(G)

{N}
P(G)

)
=
(
Q⊗Z R(G,Q)

{N}
P(G)

)
⊕
(
Q⊗Z RO0(G)

{N}
P(G)

)
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がいえるため，x ∈
(
Q⊗Z R(G,Q)

{N}
P(G)

)
⊕
(
Q⊗Z RO0(G)

{N}
P(G)

)
，すなわち

Q⊗Z RO(G)
{N}
P(G) ⊂

(
Q⊗Z R(G,Q)

{N}
P(G)

)
⊕
(
Q⊗Z RO0(G)

{N}
P(G)

)
がわかる．逆の包含関係は明らかである．

次のK. Pawa lowski–R. Solomon [PaSo02] による結果はよく知られている．

補題 6.11 ([PaSo02, Second Rank Lemma]). G を有限群，N をその正規部分群とする．こ

のとき，RO(G)
{N}
P(G) の Z上の階数は λ(G,E) − λ(G,N) である．

定理 1.6 の証明. 定理 6.2，補題 6.10, 6.11 より

dimQ

(
Q⊗Z RO0(G)

{N}
P(G)

)
= (λ(G,E) − λ(G,N)) − (ν(G,E) − ν(G,N))

であり，更に rankZRO0(G)
{N}
P(G) = dimQ

(
Q⊗Z RO0(G)

{N}
P(G)

)
であることから，定理 1.6 が

得られる．

7 二面体群の直積群のd-Smith集合

本節では，節 6 で現れた記号はそのまま扱う．p1, p2, . . . , pm を相異なる m 個の奇素数と

する．本節では，二面体群の直積群の d-Smith集合に関する次の 2 つの計算結果の証明を与

える．

定理 1.7. m ≥ 2 に対し，G = D2p1p2···pm × D2p1p2···pm とする．このとき， dS(G) =

RO0(G)
{Gnil}
P(G) であり，RO0(G)

{Gnil}
P(G) の Z上の階数は

(
p1p2 · · · pm + 3

2

)2

−
m∑
i=1

p2i − 9

4
−

m∑
k=1

3m−k

2

∑
1≤t1<···<tk≤m

k∏
i=1

(pti − 1) − 3m − 2m+1 − 1

である．

定理 1.8. n ≥ 2 に対し，G = Dn
2p1p2

とする．このとき，次の (1), (2), (3) が成り立つ．

(1) dS(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G) であり，RO0(G)

{Gnil}
P(G) の Z上の階数は λ(G,E) − ν(G,E) で

ある．
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(2) λ(G,E) =

(
p1p2 + 3

2

)n
−
(
p1 + 1

2

)n
−
(
p2 + 1

2

)n
− 2n + 2.

(3) ν(G,E) =

2∑
i=1

2

pi − 1

((
pi + 3

2

)n
−
(
pi + 1

2

)n
− 2n + 1

)
+

4

(p1 − 1)(p2 − 1)

(
2

(
p1p2 + 3

2

)n
−
(
p1 + p2 + 2

2

)n
−
(
p1 + 3

2

)n
−
(
p2 + 3

2

)n
+ 2n

)
.

m, n を自然数とし，um = p1p2 . . . pm とおく．まず，二面体群 D2um またはその直積

Dn
2um に関するいくつかの事実を与える．m, n が 2以上ならばDn

2um がOliver群であるこ

とと，次の事実は容易に得られる．

(Dn
2um){pi} = Dn

2um (i = 1, 2, . . . , m),

(Dn
2um)nil = (Dn

2um){2} ∼= Cnum ,

Dn
2um/(D

n
2um)nil ∼= Cn2 .

(7.1)

D2um の元の位数は 1, 2，または 1 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ mに対し pt1pt2 · · · ptk である．

更に，位数 2, pt1pt2 . . . ptk の元の共役類の個数は，それぞれ 1,
(∏k

i=1(pti − 1)
)
/2である．

有限群の元 g に対して， o(g) を g の位数とする．Dn
2um に対し， Z を o(g1) = · · · =

o(gn) = 2 または 1 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ m に対し o(g1) = · · · = o(gn) = pt1pt2 · · · ptk
を満たすような (g1, g2, . . . , gn) で生成される Dn

2um の巡回部分群全体の集合とする．こ

のとき，Z の元を代表元とする Dn
2um-共役類の個数は，前者の場合は 1，後者の場合は((∏k

i=1(pti − 1)
)
/2
)n−1

である．

2つの自然数 a1, a2 に対し，gcd(a1, a2) を a1 と a2 の最大公約数であるとする．

補題 7.1. G = D2
2um とおく．j = 0, 1 と 0 ≤ k ≤ m に対し， Y j

k を |H| ≡ j mod 2

かつ gcd(o(g1), o(g2)) が k 個 の素数の積となるような H = ⟨(g1, g2)⟩ ∈ C(G) 全体の集

合とする．このとき， |H| が 1 または素数であることの必要十分条件は，(o(g1), o(g2)) =

(1, 1), (2, 1), (1, 2) または (2, 2) ，或いはある i に対して (o(g1), o(g2)) = (1, pi), (pi, 1) ま

たは (pi, pi) となることである．更に，素数冪位数でない H ∈ Y j
k の元を代表元とする G-共
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役類 (H)G の個数は，以下である．

3m − 2m− 1 if j = 1 and k = 0,

(3m−1 − 1)
∑m

i=1(pi − 1)/2 if j = 1 and k = 1,

3m−k∑
1≤t1<···<tk≤m

(∏k
i=1(pti − 1)

)
/2 if j = 1 and k > 1,

2(2m − 1) if j = 0 and k = 0,

0 if j = 0 and k > 0.

補題 7.2. a, b, c, d, e を， a+ b+ c+ d+ e = n を満たす 5 つの非負の整数とし，G = Dn
2u2

とおく． X を o(g1) = · · · = o(ga) = 1, o(ga+1) = · · · = o(ga+b) = p1, o(ga+b+1) = · · · =

o(ga+b+c) = p2, o(ga+b+c+1) = · · · = o(ga+b+c+d) = p1p2, o(ga+b+c+d+1) = · · · = o(gn) = 2

を満たすような (g1, g2, . . . , gn) により生成されるG の巡回部分群 H 全体の集合とする．こ

のとき， |H| が 1 または素数であることの必要十分条件は c = d = e = 0, b = d = e = 0 ま

たは b = c = d = 0 である．更に，a, b, c, d, e に関する特定の条件下での H ∈ X を代表元

とするG-共役類 (H)G の個数は，以下である．
((p1 − 1)/2)b−1 H with b > 0, c = d = 0, e > 0,

((p2 − 1)/2)c−1 H with c > 0, b = d = 0, e > 0,

((p1 − 1)/2)b−1((p2 − 1)/2)c−1 H with b > 0, c > 0, d = 0,

((p1 − 1)/2)b((p2 − 1)/2)c((p1 − 1)(p2 − 1)/2)d−1 H with d > 0.

命題 7.3. m ≥ 2 に対し， G = Dn
2um とする．このとき，λ(G,E) の値は(

p1p2 · · · pm + 3

2

)n
−

m∑
i=1

(
pi + 1

2

)n
+m− 2n

である．

証明. 任意の g ∈ G に対し，(g)±G = (g)G であるので，g ∈ G が素数冪位数となるような G

の元の共役類 (g)G の個数を求めたら良い．本節の冒頭の二面体群の元の共役類に関する事

実より，D2um の元の共役類の個数は

2 +
∑

1≤t1<···<tk≤m

1

2

k∏
i=1

(pti − 1) = 2 +
1

2

(
m∏
i=1

((pi − 1) + 1) − 1

)
=
p1p2 · · · pm + 3

2
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であるので，G は ((p1p2 · · · pm + 3)/2)n 個の元の共役類を持つことがわかる．更に，位数

pi, 2 の D2um の元の共役類の個数はそれぞれ (pi − 1)/2, 1 であるので，位数 pi, 2 の G の

元の共役類の個数はそれぞれ

m∑
k=1

nCk

(
pi − 1

2

)k
=

(
pi − 1

2
+ 1

)n
− 1 =

(
pi + 1

2

)n
− 1,

∑n
k=1 nCk = 2n − 1である．但し，n ≥ k を満たす自然数 n, k に対して nCk は二項係数を

表す．従って，

λ(G,E) =

(
p1p2 · · · pm + 3

2

)n
−

m∑
i=1

((
pi + 1

2

)n
− 1

)
− (2n − 1) − 1

=

(
p1p2 · · · pm + 3

2

)n
−

m∑
i=1

(
pi + 1

2

)n
+m− 2n

が得られる．

命題 7.3 より，定理 1.8 (2) が直ちに得られる．

C. U. Sanchez [Sa76] より S(G) ⊂ RO(G)Podd(G)，M. Morimoto–Y. Qi [MQ10] よ

り S(G) ⊂ RO(G){G
∩2}，が得られ，更にM. Morimoto [Mo10, Section 1, p.3684] より，

S(G) ⊂ RO(G)P∗(G) がいえるので，

S(G) ⊂ RO(G)
{G∩2}
P∗(G) 及び dS(G) ⊂ RO0(G)

{G∩2}
P∗(G)

が成り立つことがわかる．dS(G) ⊂ RO0(G)
{G∩2}
P∗(G) と補題 3.4 より，次の事実が直ちに得ら

れる．

命題 7.4. 任意のOliver群 G に対し，

RO0(G)
L(G)
P(G) ⊂ dS(G) ⊂ RO0(G)

{G∩2}
P∗(G)

が成り立つ．

命題 7.5. G が G∩2 = Gnil を満たすOliver群とする．このとき，

dS(G)P(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G)
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であり，更に Gnil が奇数位数であれば，

dS(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G)

である．

証明. 仮定と命題 7.4 より，dS(G)P(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G) が直ちに得られる．このとき，

RO0(G)
{Gnil}
P(G) ⊂ dS(G) であり，更に Gnil が奇数位数であれば P(G) = P∗(G) であるの

で，dS(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G) が得られる．

次の事実は容易に得られる．

命題 7.6. G は有限群で， N をその正規部分群する．もし G/N が有限個の C2 の直積と

同型ならば，λ(G,N) = ν(G,N) である．

定理 1.6，(7.1)，命題 7.5, 7.6 より，次の命題が直ちに得られる．

命題 7.7. G = Dn
2um とする．m, n ≥ 2 ならば，

dS(G) = RO0(G)
{Gnil}
P(G)

であり， RO0(G)
{Gnil}
P(G) の Z上の階数は λ(G,E) − ν(G,E) である．

定理 1.8 (1) は命題 7.7 から直ちに得られる．

定理 1.8 (3) の証明. G = Dn
2u2
とおく． i = 1, 2 に対し，Xi を H ∼= C2pi を満たすG の

部分群 H の G-共役類 (H)G 全体の集合とする．X3 を p1p2 | |H| かつすべての i に対して

o(gi) ̸= p1p2 を満たすH = ⟨(g1, g2, . . . , gn)⟩ ∈ C(G) のG-共役類 (H)G 全体の集合，X4 を

p1p2 | |H| かつある i に対して o(gi) = p1p2 を満たすH = ⟨(g1, g2, . . . , gn)⟩ ∈ C(G) のG-共

役類 (H)G 全体の集合とする．4つの集合 B1, B2, B3, B4 をそれぞれ，

B1 = {(a, b, e) | a ∈ Z≥0, b, e ∈ N, a+ b+ e = n},

B2 = {(a, c, e) | a ∈ Z≥0, c, e ∈ N, a+ c+ e = n},

B3 = {(a, b, c, e) | a, e ∈ Z≥0, b, c ∈ N, a+ b+ c+ e = n},

B4 = {(a, b, c, d, e) | d ∈ N, a, b, c, e ∈ Z≥0, a+ b+ c+ d+ e = n},
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により定める．このとき，補題 7.2 と多項定理より，次の計算結果が得られる．

|X1| =
∑

(a,b,e)∈B1

n!

a!b!e!

(
p1 − 1

2

)b−1

=
2

p1 − 1

((
p1 + 3

2

)n
−
(
p1 + 1

2

)n
− 2n + 1

)
,

|X2| =
∑

(a,c,e)∈B2

n!

a!c!e!

(
p2 − 1

2

)c−1

=
2

p2 − 1

((
p2 + 3

2

)n
−
(
p2 + 1

2

)n
− 2n + 1

)
,

|X3| =
∑

(a,b,c,e)∈B3

n!

a!b!c!e!

(
p1 − 1

2

)b−1(p2 − 1

2

)c−1

=
4

(p1 − 1)(p2 − 1)

((
p1 + p2 + 2

2

)n
−
(
p1 + 3

2

)n
−
(
p2 + 3

2

)n
+ 2n

)
,

|X4| =
∑

(a,b,c,d,e)∈B4

n!

a!b!c!d!e!

(
p1 − 1

2

)b(p2 − 1

2

)c((p1 − 1)(p2 − 1)

2

)d−1

=
2

(p1 − 1)(p2 − 1)

((
p1p2 + 3

2

)n
−
(
p1 + p2 + 2

2

)n)
.

ν(G,E) = |X1| + |X2| + |X3| + |X4| であるので，定理 1.8 (3) が得られる．

定理 1.7 の証明. G = D2
2um とおく． 補題 7.1 から次の計算結果が得られる．

ν(G,E) =

m∑
k=0

1∑
j=0

∣∣∣{(H)G |H ∈ Y j
k }
∣∣∣

=
m∑
k=1

3m−k

2

∑
1≤t1<···<tk≤m

k∏
i=1

(pti − 1) −
m∑
i=1

pi + 5

2
+ 3m + 2m+1 − 3.

従って，定理 1.7 は命題 7.3, 7.7 から直ちに得られる．

コメント 7.1. 本節は [Sei21] に基づいているが，その論文を投稿するにあたり，レフェリー

から多くの提案とアドバイスをいただいた．特に，Dn
2um に関する事実をセクションの冒頭

でまとめること，命題 7.3 の証明方法，G = Dn
2p1p2

に対する ν(G,E) の値を p1, p2, n の式

でまとめる方法については，レフェリーからいただいた提案に基づいている．
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