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第 1 章 序 論 

 

 地球上の物質状態は，主に気相，液相，固相の 3 つに分ける．それら 3 つの相が相互干渉

による生成された流動構造を混相流と呼ぶ．いずれか 2 つの相が混在する流れを二相流，3

つの相が混在すれば三相流と呼ばれる．二相流に限ってみれば，図 1.1 の示すように，連続

相と分散相に分けられ，様々な組み合わせが可能である．中では，固相を連続相とする場合

は，固体粒子群を擬似的な流体と見なした二相流である．例えば，流砂などが挙げられる．

気相を連続相とする場合の二相流は，多数の種類が存在しており，例えば，空気中の噴霧の

ような液気二相流および大気中に浮遊する粒子のような固気二相流などが挙げられる．こ

れらの二相流における分散相（微小水滴もしくは微小粒子）に働く慣性力が強く，分散相関

の主な挙動は衝突である．一方，液相を連続相とする場合の二相流は，多数気泡・粒子など

の分散相を含む流れのような二相流である．この場合，分散相に働く慣性力が相対的に弱く

なり，連続相による分散相に働く粘性力が強くなるため，分散相と連続相の間の直接的な相

互作用および分散相間で連続相を介して間接的な相互作用はより複雑である． 

分散相自身でも，変形を考慮せずの球形気泡の場合には，表面で滑り速度あり，せん断応

力が働かない条件が課される．球形粒子の場合には，表面で滑り速度なしの条件が課される．

この境界条件の違いにより，球形気泡と球形粒子に働く抵抗力が異なり，特に，気泡また粒

子から離れた遠方での流れが感じるStokesletの強さの違いが生じ，連続相に影響を与える．

このように，液相が連続相である気液二相流および固液二相流でも，分散相とする気泡と粒

子の物性の相違により，全く異なっている流動現象をもたらし，流動性の予測は更に複雑と

なる． 

 流体中に気泡・粒子を含む二相流は，多くの分野で注目されている．気液二相流の場合は，

機械を始め，化学反応装置 1)，水処理のための攪拌装置 2)，円管内表面の境界層中に微小な

気泡を注入することによって水から受ける摩擦抵抗を低減させる方法 3)など，工学上で重要

となる様々な装置が見られる．最近では，マイクロ・ナノ技術の発展に伴い，マイクロバブ

ルを用いたポリマーインクの洗浄 4)や水中の炭素繊維の分離 5)などのような環境問題と関連

する水処理技術へのマイクロバブルの適用などが多く研究者の関心を集めている．医療応

用方面でも大きな活躍がされている．血管内に直径 5𝜇𝑚のマイクロバブルを注入すること

より，造影剤として用いられている 6)．また，超音波キャビテーションの崩壊現象により，

結石を破砕する手法 7)も挙げられる．一方，固液二相流の場合は，川の水流と共に流してい

る泥や砂などの自然現象，人間血管内に存在する赤血球の流動現象 8)，深海底に鉱物資源の

採掘システム 9)，水処理技術への泥水の輸送システム 10)など，多くの固体粒子を含む固液二

相流が挙げられる． 

以上のような自然現象や工業装置などにおいて，気液・固液二相流を概観すると，壁面が

存在したり，非定常流れであったりする場合は少なくない．したがって，これらの各種工業

装置の設計および製作は時間と費用がかかり，使用機材によっても再現性が制限されてい
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る．計算器の飛躍的な発展の現在，数値流体力学（Computational Fluid Dynamic：頭文字を取

って CFD と呼ばれる）も急激な成長が見られて，数多くの研究者にも注目されている．ま

た，流体の条件を容易に変更することが可能であり，一度の計算で扱えるデータ量も多い．

新規工業装置の創製へ向けて設計・製造の効率化および低コスト化を実現するために，実験

に取り代わった数値計算技術の重要度が増している．しかし，気液・固液二相流の挙動に対

し，現象を支配する因子が多いため，その予測は容易でない．従来，気液・固液二相流に対

する解析では，特定の条件に対して実験を行い，その実験データをもとに気泡・粒子の挙動

に対する各種の相関式を求めてきた 11,12)．実験データの存在しない気液・固液二相流の数値

計算を行うことは困難となる場合も少なくない．そのため，様々な流動条件の二相流の流動

状況も数値計算によって再現したい場合，最近で有限差分法を用いて固定格子上を移動す

る二相流の界面を取り扱う数値計算法の開発が盛んに行われている． 

連続相における流れを支配するNavier-Stokes方程式にとらえるオイラー的な視点に立ち，

相界面を持つ流れを考えると，典型的な数値計算法として，Harlow and Welch13)の MAC

（Marker And Cell）法，固定された格子内において自由表面を表すマーカーを配置し，その

動きをラグランジュ的に求めながら，自由表面流れを解く解析手法である．Cundall and 

Strack14)の DEM（Discrete Element Method）法，固体粒子ごとの運動における並進および回

転の運動方程式に基づいて時刻的に解き進める解析手法であり，気泡の質量が小さすぎる

ため気泡を含む流れには適用できない．Peskin15)の IBM（Immersed Boundary Method）法，

最初に低いレイノルズ数に仮定された二次元心臓内僧帽弁における血流の再現のために開

発されているが，Fogelson and Peskin16)によって相界面に適切な体積力（図 1.2）を導入して

表面滑り速度なしの固体粒子への解析に試みており，密度が液体と比べて 1.2 倍程度以下の

粒子を含む流れの解析は不可能であった．これに対して Kempe and Fröhlich 17)によってより

軽い粒子を解析する手法が提案され，粒子と流体の密度比が 0.3 程度まで安定に計算するこ

とが可能となったが，水中の気泡に対しては適用できない．その後，Hirt and Nichols18)の VOF

（Volume of Fluid）法，この手法に対する改良版が盛んに用いられており，セル内の気相で

0，液相で 1 という体積比率（ボイド率）（図 1.3）を取る相関数と呼ばれるものの移流によ

って相界面を追跡する．したがって，VOF 法の場合には相関数が体積比率という物理量を

表すため，数値計算上で質量保存の精度がよいが，相界面の曲率を精度良く求めるのが困難

である．相関数を取る手法に類似した手法として，Osher and Fedkiw19)によって開発された

Level set 法もある．この手法は，格子点から相界面までの距離を Level set 関数（図 1.4）と

することにより，相界面追跡の精度評価が数学的に正確になされており，相界面の移動に伴

う数値拡散の影響を小さくなっているため，単なる相界面流れのみならず，複雑な界面形状

を持つ相変化問題などの分野にも適用されている. 以上の数値計算手法は，固体された格子

内を移動する相界面に対して，相関関数の値の変化から分散相とする気泡・粒子と連続相間

の相互作用を評価する手法であり，相界面に透過された格子が相当の数がなければ，精度が

劣る．現状においても，計算負荷が非常に大きな数値計算手法であるため，気液・固液二相
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流の解析に対しては，2 次元計算または軸対象流れの場合に用いられており，複数の気泡・

粒子を持つ 3 次元計算における層流への適用例が多くない．さらに，乱流場への適用例が極

めて少数である． 

 様々な工業装置内部に，分散相としての気泡・粒子が連続相としての液相流れに含まれる

気液・固液二相流が存在する場合は少なくない．これらの工業装置内部における二相流では，

壁面の存在を始め，多数の気泡・粒子間の相互作用などの影響，装置の運行状況による流れ

の非定常性の考慮などが無視できない．一方，新規装置の設計や開発などに，数値計算技術

の重要性も増している．しかし，現在では，著者らの知る限りにおいて，様々な流動条件下

で気泡・粒子の移動軌跡と速度および流れ場への影響を容易に評価でき，低コストで多数気

泡・粒子を含む流れへの拡張が可能な数値解析手法は存在しない． 

 したがって，比較的に小さな計算負荷を有する粒子を含む流体運動を計算することがで

きる手法として，Maxey ら 20-25)によって開発された Force-coupling Method（以下 FCM と略

す）が挙げられる．この手法は，粒子表面の正確な境界条件を満たすために移動境界を考慮

せず，その代わりに，平滑化デルタ関数を用いて，分散相と連続相の相互作用力を体積力項

として Navier-Stokes 方程式に導入し，球形であると仮定した粒子の中心を点源として周り

の流れに作用する視点に立ち，その作用力の分布を考慮し，多極展開の低次項を取ることに

よって計算される手法である．関連するパラメータは，粒子の密度と，粒子から流れへ作用

する力の粒子半径に関わる長さスケールである．各粒子の速度は，粒子体積力が有効な領域

にわたる流体の局所的な速度の体積平均をとることによって得られる．それで，有効な作用

力の長さスケールは粒子径と同じオーダーであるため，粒子境界条件の影響が FCM で正確

に反映された解が求まることが保障されない．2 つの粒子間距離が 𝑆𝑝/𝑅𝑝 < 2.4 23)より近く

なると，FCM は粒子運動に対する予測の誤差が高まる．ここで，𝑆𝑝 と 𝑅𝑝 はそれぞれ 2 粒

子間距離と粒子半径を表す．しかし，Navier-Stokes 方程式を解くための既存のコードで容易

に導入することができ，全計算領域を統一的に扱うため，分散相と連続相とのそれぞれの領

域で別々に解を求めたり，領域間で解の接合をしたりする必要がなく，計算コストを大幅に

削減することができる点は特筆すべきである（気泡・粒子直径に当たる計算格子数は 5 個で

十分である）．ただし，Maxey らのオリジナルの FCM は，高粘性連続相である条件を付け

た Stokes 近似レベルにおける分散相とする球形粒子の解析のみ適用できるように構成され

ており，一般的連続相（例えば，水）中の分散相とする球形粒子および球形気泡の軌跡・速

度を正確に追うことができない．および，数値計算結果と実験データ，特に分散相の軌跡・

速度の予測可能性を比較することによって FCM の妥当性は正確に調べられていない． 

 これらの背景を踏まえて本研究では，オリジナルの FCM の体積力項における多極展開の

2 次項（1 次の Force Monopole 項と 2 次の Force Dipole 項であり，詳しく第 3 章で説明する）

までを用い，Navier-Stokes 方程式の慣性項を考慮した Stokes 近似あるいは Oseen 近似から

外れた一般的連続相向けの Modified Force-coupling Method（以下 MFCM と略す）を提案す

る．また，球形粒子と球形気泡の表面における接線方向の境界条件の異なる点に着目し，球
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形気泡の有効な作用力の長さスケールを再定義することによって球形気泡向けの

Renormalized Force-coupling Method（以下 RFCM と略す）を提案する．様々な流動条件下に

おける多数気泡・粒子を含む流れのシミュレーションへの第一歩として，これらの手法を用

いて①無限流体中を上昇する単一球形気泡・粒子，②壁面近傍を上昇する単一球形気泡・粒

子，③無限流体中を上昇する鉛直に上下並んだ 2 球形気泡の解析を行い，実験結果 26-32)と

比べることで手法の妥当性を確認する．さらに，現在最も盛んに用いられる VOF 法 18)の球

形気泡に対する三次元の計算結果と比較し，本研究で提案する方法の計算コストについて

検討を行う． 
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図 1.1 連続相と分散相の組み合わせ 

 

 

 

             

図 1.2 相界面における IBM の体積力導入．    図 1.3 VOF 法の体積比率例． 

 

 

 

 

図 1.4 Level set 関数を取る例． 
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第 2 章 単一気泡・粒子の挙動による流動構造 

 

2.1 緒 言 

 気泡・粒子を含む流れは，多くの工業装置で見られ，装置の性能を左右する重要な因素と

なっている．したがって，これらの気泡・粒子による流れの挙動を正確に予測するのが期待

されることであるが，実際の現象を支配する因子が多く，その挙動の予測は，簡単ではない．

例えば，気泡・粒子間に直接的な相互作用や気泡・粒子から流体への作用力によって流体を

介して間接的な相互作用など，および，流れ場において壁面が存在する場合に気泡・粒子と

壁面間の相互作用のような複雑な現象をもたらす．これらの現象を予測するための前提と

して様々な流動条件下で単一気泡・粒子の挙動を予測するのは重要である． 

 無限静止流体中を上昇する単一気泡・粒子に働く各種の力は，理論解析 1,2)あるいは実験

結果 3)のもとに数学モデルを構築し，気泡・粒子に働く合力を計算する．その合力を生成項

として流体の解析式 Navier-Stokes 方程式へ導入して気泡・粒子から流体への作用力を求め

る 4)．壁面近傍を上昇する気泡・粒子の挙動はより複雑であり，竹村ら 5-8)の実験結果で壁

面近傍上昇する気泡・粒子に働く抵抗力が増加となり，壁面による影響で気泡に働く壁面か

ら遠ざかる方向への斥力（横力）が生じることと，気泡径が大きくなるとともに抵抗力およ

び斥力（横力）が減少することを説明している．また，気泡に働く抵抗力および斥力（横力）

について検討するため，Vasseur and Cox 4)の解析結果を修正した理論式を提案し，壁面近傍

を上昇する球形気泡に働く抵抗力に対しては実験結果との比較的良好な一致を得た．しか

し，気泡に働く斥力（横力）に対する理論式の適用範囲は限定的であった． 

 そこで本章では，無限静止流体中における単一気泡・粒子に働く各種の力についてまとめ

るとともに，壁面の影響が存在する場合と存在しない場合における解析に必要な数学モデ

ルの導出および選定を行う．さらに，第 3 章から本章で導出したモデルを用いて新数値計算

手法の構成について述べる． 

 

 

2.2 無限静止流体中における単一気泡・粒子に働く力のまとめ 

 気液・固液二相流の数値計算モデルの方程式として用いられる気泡の運動方程式を構築

するための研究が盛んに行われている．本節は，以下の仮定条件下での球形気泡・粒子に働

く各種の力を検討する． 

 

仮定条件 

 (1) 液相は，非圧縮性ニュートン流体とする．気相は，非圧縮性空気とする．固相は，剛

体球とする． 

 (2) 気液界面の表面張力は一定とする．気泡の場合は表面滑り速度は有りとし，粒子の

場合は表面滑り速度無しとする． 



10 

 

 (3) 気泡・粒子の密度は，液相の密度の 1/1000 とする．沈める粒子は，本研究で検討し

ないとする．気泡の粘性は，液相の粘性に対して無視することができる． 

 (4) 上昇する気泡・粒子の体積は一定とする．現実の場合は，重力によって静止流体の鉛

直方向に静圧分布をもつため，気泡が上昇する際に体積は一定ではなく，動圧によって全体

の内部圧力の低下があることを注意すべきである． 

 

 以上の条件下で，球形気泡・粒子には，(1) 浮力，(2) 付加質量による力，(3) 抵抗力，(4)

履歴力，(5) 周囲流れによる力，(6) 斥力(横力)などの力を受ける．以下では，これらの力

に対して式を用いて説明する． 

 

 (1) 浮力． 

 重力によって生成された浮力 𝐹𝑔 は，次式のように表される． 

 

𝐹𝑔 =
4

3
𝜋𝑅3 ∙ 𝜌𝑓𝑔,                                                                     (2.1) 

 

ここで，𝜌𝑓 は流体の密度，𝑔 は重力加速度，𝑅 は気泡・粒子の半径である．上式を用いれば，

気泡の場合でも粒子の場合でも両方に取り扱える． 

 

 (2) 付加質量による力． 

 付加質量による力 𝐹𝐴𝑀 は，気泡・粒子の加速度 𝑑𝑈/𝑑𝑡 と関わる力であり，次式のように

表される． 

 

𝐹𝐴𝑀 = 𝛼 ∙
4

3
𝜋𝑅3 ∙ 𝜌𝑓 ∙

𝑑𝑈

𝑑𝑡
,                                                         (2.2) 

 

ここで，𝛼 は付加質量係数であり，ポテンシャル流れおよびストークス流れの理論から球形

物体で 1/2 と設定する．Magnaudet et al.9)および高木と松本 2)などの研究は，中間気泡・粒子

レイノルズ数 𝑅𝑒  (気泡・粒子レイノルズ数= 2 ×気泡・粒子直径 𝑅 ×気泡・粒子速度 𝑼/

流体動粘性 𝜈)，50 以上 200 までの範囲において，付加質量係数 𝛼 = 1/2 が妥当な値である

ことを示している．しかし，気泡・粒子レイノルズ数 𝑅𝑒 は 50 以下の範囲であれば，気泡・

粒子の上昇速度が遅く，加速度も小さいため，付加質量による力を無視することができると

考えられる．本論文では，低気泡・粒子レイノルズ数 𝑅𝑒 の範囲を検討するため，付加質量

による力を考慮しないとする． 

 

 (3) 抵抗力 
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 気泡の抵抗力と粒子の抵抗力が異なる．その原因は，表面での接線方向の境界条件である．

気泡の場合は表面滑り速度有りであり，粒子の場合は表面滑り速度無しである．その違いに

より，気泡の Stokes 抵抗は4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑏，粒子の Stokes 抵抗は 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑝 となるが，気泡・粒

子レイノルズ数 𝑅𝑒 の 1 よりはるかに小さい場合のみ適用できるため，より高気泡・粒子レ

イノルズ数 𝑅𝑒 の範囲に適用するのに補正項が必要となる． 

気泡の抵抗係数 𝐶𝐷𝑏 を用いて気泡に働く抵抗力 𝐹𝐷𝑏  の数学モデルは，次式のように与える． 

 

𝐹𝐷𝑏 =
𝐶𝐷𝑏
2
𝜋𝑅2𝜌𝑓𝑈𝑏

2,                                                              (2.3) 

 

気泡レイノルズ数 𝑅𝑒𝑏  を用いて一般的に整理された理論解および推算式は以下の通りであ

る． 

 

Levich10)の式(50 < 𝑅𝑒𝑏 < 800):          𝐶𝐷𝑏 =
48

𝑅𝑒𝑏
,                                             (2.4) 

 

Rivkind and Ryskin11)の式(2 < 𝑅𝑒𝑏 < 10):          𝐶𝐷𝑏 = 14.9𝑅𝑒𝑏
−0.78,                            (2.5) 

 

Abdel and Hamielec12)の式(10 < 𝑅𝑒𝑏 < 60):          𝐶𝐷𝑏 = 12.13𝑅𝑒𝑏
−0.74,                         (2.6) 

 

Moore13)の式(30 < 𝑅𝑒𝑏 < 100):          𝐶𝐷𝑏 =
48

𝑅𝑒𝑏
(1 −

2.2

𝑅𝑒𝑏
0.5),                   (2.7) 

 

Olive and Chung14)の式(𝑅𝑒𝑏 < 2):          𝐶𝐷𝑏 =
16

𝑅𝑒𝑏
+ 1.6,                                   (2.8) 

 

Mei et al.1)の式(0 < 𝑅𝑒𝑏 < 100):          𝐶𝐷𝑏 =
24

𝑅𝑒𝑏
{
2

3
+ [

12

𝑅𝑒𝑏
+ 0.75(1 +

3.315

𝑅𝑒𝑏
0.5)]

−1

},   (2.9) 

 

冨山ら
15)
の式(10−3 < 𝑅𝑒𝑏 < 10

5):          𝐶𝐷𝑏 =
16

𝑅𝑒𝑏
(1 + 0.15𝑅𝑒𝑏

0.687),               (2.10) 

 

竹村と矢部
16)
の式(0 < 𝑅𝑒𝑏 < 100):          𝐶𝐷𝑏 =

16

𝑅𝑒𝑏
(1 + 0.122𝑅𝑒𝑏

0.55),              (2.11) 

 

以上の式において，多数の気泡レイノルズ数範囲をカバーされたが，実験結果による推算式
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が球形気泡の場合に適用できない可能性があるため，本論文で，球形の仮定が保証される

 0 < 𝑅𝑒𝑏 < 100 の範囲で成立する Mei et al.1)の式を用いて，球形気泡に働く抵抗力の式(2.3)

が次式のように変形する． 

 

𝐹𝐷,𝑏 = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑏 {1+ [
8

𝑅𝑒𝑏
+ 0.5(1 +

3.315

𝑅𝑒𝑏
0.5)]

−1

},                              (2.12) 

 

粒子の抵抗係数 𝐶𝐷,𝑝 を用いて気泡に働く抵抗力 𝐹𝐷,𝑝 の数学モデルは，式(2.3)と同じです

が，粒子レイノルズ数 𝑅𝑒𝑝 を用いて一般的に整理された理論解および推算式は主に Clift et 

al.3)式， 

 

 𝐶𝐷,𝑝 =
24

𝑅𝑒𝑝
(1 +

3

16
𝑅𝑒𝑝),                                            (𝑅𝑒𝑝 ≤ 0.01)              

= 1 + 0.1315𝑅𝑒𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒𝑝),                  (0.01 < 𝑅𝑒𝑝 ≤ 20)   

= 1 + 0.1935𝑅𝑒𝑝
0.6305,                                       (20 < 𝑅𝑒𝑝 ≤ 260)    

(2.13) 

 

を用いて，球形粒子に働く抵抗力は，次式のように与える． 

 

𝐹𝐷,𝑝 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑝 [
24

𝑅𝑒𝑝
(1 +

3

16
𝑅𝑒𝑝)],                                         (𝑅𝑒𝑝 ≤ 0.01)           

= 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑝[1 + 0.1315𝑅𝑒𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒𝑝)],               (0.01 < 𝑅𝑒𝑝 ≤ 20) 

= 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑝[1 + 0.1935𝑅𝑒𝑝
0.6305],                                    (20 < 𝑅𝑒𝑝 ≤ 260)  

(2.14) 

 

 (4) 履歴力 

 履歴力は，気泡・粒子の表面付近で生成された渦度を流体中に拡散して行かせる過程で働

く力であり，一般的には時間に関する積分の形式で与えられる 1,2)．次式のように与えられ

る． 

 

𝐹𝐻 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅∫ 𝐾(𝑡 − 𝜏)
𝑑𝑈

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

−∞

,                                               (2.15) 

 

積分核 𝐾(𝑡 − 𝜏) =
1

√𝑡−𝜏
 の関数形を持つ際に，低レイノルズ数の場合において，粒子に働く履

歴力は Basset 力 17)となり，気泡に働く履歴力は Yang-Leal 力 18)となる． 
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 上述した粒子に働く履歴力として，Basset 力の他に Mei et al.1)によって提案された履歴力

の数学モデルの妥当性は，高木と松本 2)によって検討されており，上式の積分核 𝐾(𝑡 − 𝜏) が

次式のように与える． 

 

𝐾(𝑡 − 𝜏) ≈ [(
𝜋(𝑡 − 𝜏)𝜈

𝑅2
)

1
4

+ (
𝜋

2
∙

𝑈3

𝑅𝜈𝑓𝐻
3(𝑅𝑒)

(𝑡 − 𝜏)2)

1
2

]

−2

,                       (2.16) 

 

ここで， 

 

𝑓𝐻(𝑅𝑒) = 0.75 + 0.105𝑅𝑒.                                                     (2.17) 

 

上式で表記された積分核 𝐾(𝑡 − 𝜏) において，右辺の第 1 項は Basset 力の積分核に等しく，

粘性による渦度の拡散過程のみを考慮している．右辺の第 2 項は対流の影響による伴流内

での非定常な運動量欠損を考慮している． 

気泡に働く履歴力として，Yang and Leal18)の低レイノルズ数領域での理論解析を行って，

表面境界条件が滑り速度ありの気泡の場合は，Basset 力の存在がないことを示した．その代

わりに，上式で表記された積分核 𝐾(𝑡 − 𝜏) を持つ履歴力が存在することを示した．また，

Mei et al.1)は速度の変化に対して積分核を次式のように与えた． 

 

𝐾(𝜂) ≈
4

9𝜋
𝐼(𝐴, 𝜉 =

𝜂

𝑅𝑒
)                                                     (2.17) 

 

ここで， 

 

𝜂 =
𝑈

𝑅
(𝑡 − 𝜏) ,                            𝐴 = (

2

9

𝑅𝑒

𝑓𝐻
)
2

, 

𝑓𝐻(𝑅𝑒) ≈ 0.1377 + [0.1956
−4 + (0.5164𝑅𝑒−

1
2)
−4

]

−
1
4

.                       (2.18) 

 

高木と松本 2)は，球形粒子の場合，気泡の場合と比べて，履歴力の影響が大きく，定常状

態へ到達するのに時間がかかることを示した．気泡・粒子の定常状態は，気泡・粒子に働く

合力がゼロとなり，終端速度に到達することを意味する．また，気泡に働く履歴力の影響は

小さくて気泡レイノルズ数が 50 以上でその影響は無視することができる．しかし，球形粒

子に働く履歴力は無視できない． 
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 (4) 周囲流れによる力 

 このような力は，流れ場における圧力勾配によって生成された力である．厳密にすれば，

液相に対する実質微分により記述される力であり，周囲流れが加速度運動していることよ

り，気泡・粒子に慣性力として見かけの力が作用すると考えられる．例えば，高粘性流体の

中で，液相を介して気泡・粒子間の間接的な相互作用が挙げられる．このような現象は非常

に複雑な現象であるため，実験でも数値解析でも困難な場合も少なくない． 

直列に並んだ 2 気泡の場合において，Katz and Meneveau19)は鉛直に上昇する 2 気泡間の相

互作用によって後方気泡が前方気泡の伴流領域に侵入した後に加速されることを示した実

験を行っており，実験データのもとにその実験相関式を提案したが，その相関式の適用範囲

は限定されている．Yuan and Prosperetti20)は直列に並んだ 2 気泡に対する直接数値解析を行

い，前方気泡の伴流の渦度の影響で後方気泡の上昇速度が増減することを示し，気泡間距離

の変化によって気泡間に働く力が引力と斥力間に切り替える現象を明らかにした．また，渡

部と真田 21)は実験と数値解析を両方用いて，低レイノルズ数領域における鉛直線上を上昇

する上下配置の 2 気泡間が衝突し，より高レイノルズ数領域の場合に 2 気泡が一定距離を

保つままで上昇する現象を確認した． 

 並列に並んだ 2 気泡の場合において，Legendre et al.22)は並列に並んだ 2 気泡の数値解析を

行い，気泡のレイノルズ数の変化によって斥力（横力）の向きが変化することを示した．真

田ら 23)は水平に並んで上昇する 2 気泡の合体および反発を調査する実験を行い，気泡レイ

ノルズ数が小さければ反発力，気泡レイノルズ数が大きければ引力が働くことを示した．ま

た，Hallez and Legendre24)は全方位に並んだ気泡の数値解析を行い，直列に並んだ 2 気泡の

配置が不安定で，並列に並んだ 2 気泡の配置が安定することを示した． 

 多数気泡が存在する場合は，更に複雑な現象が生じる．Kitagawa et al.25)は斜めに配置した

板に沿って上昇する気泡群の気泡間相互作用の解析を行っており，隣接の気泡が直列配置

から並列配置に変化する結果を示した．北川ら 26)は鉛直壁面近傍を上昇する気泡群の運動

特性を調査する実験を行い，気泡間距離と気泡上昇速度および壁面に垂直方向速度には逆

相関の関係があることを指摘されている．小笠原ら 27)は気泡レイノルズ数が 100 以上の場

合において，並列に並んだ 2 気泡間距離が気泡直径の 1.2 倍程度以上となると離れる方向の

相対速度がもたらすことを指摘された． 

 以上の先行研究を踏まえて，気泡・粒子数が 2 個またはその以上の数が存在する場合に，

気泡・粒子間の相互作用の影響を外力として評価することが無視できない． 

 

 (5) 斥力（横力） 

気泡に作用する斥力（横力）には，慣性由来のものでも，変形由来のものでもあるため，

両方とも，流体力学の分野で重要な研究対象である．一般に，気泡・粒子が球形を保つまま

である場合は，ほとんどの斥力（横力）が慣性によって生成されたものである．しかし，粘

性のみ支配された Stokes 流れ領域における Stokes 流れの運動学的可逆性によって，せん断



15 

 

流れ中を移動する，または壁面近傍を壁面と平行に移動する気泡・粒子に慣性の影響が小さ

くなり，その進行方向に垂直方向に斥力（横力）は働かない，壁面によって気泡・粒子へ与

える影響は次節に具体的に説明する．一方，気泡・粒子径が大きくなるにつれ，慣性の影響

を受けやすくなる．特に，直径 1mm 程度の気泡は Auton28)の斥力（横力）を感じられるが，

剛体球のような粒子の場合は，斥力（横力）を受けにくくなることを Kurose and Komori29)お

よび Bagchi and Balachandar30)に説明されている． 

 したがって，気泡に働く変形由来の斥力（横力）については，理論解析を含む研究として，

Chan and Leal31)，高木ら 32)，Magnaudet ら 33)，Takemura ら 34)，Sugiyama and Takemura35)など

がある．Chan and Leal31)，Takemura ら 34)は，壁面近傍にせん断流が存在することにより気泡

が変形をさせる系を，高木ら 32)は，静止流体中を変形気泡が体積力を受けて壁面に平行に

移動する系を解析している．Magnaudet ら 33)は，壁面近傍を移動する変形気泡に対してせん

断流が存在する場合を含めて，微小な慣性影響も考慮した系を解析している．Sugiyama and 

Takemura35)は，気泡界面と壁面間距離が短い場合において気泡が変形により発生された斥力

（横力）の解析を行っており，壁面に遠ざかると気泡の変形により生じる斥力（横力）も小

さくなっていく報告をしている．本論文は，変形しない球形気泡・粒子のみを検討するため，

変形の影響は考慮しない． 

次に，壁面近傍における気泡の運動に関する重要な実験について紹介する．竹村ら 6)と

Takemura et al.8)は顕微鏡付きのカメラを移動させながら，静止流体中を上昇する気泡の上昇

速度と気泡径を同時に測定できる装置を用い，シリコンオイル中を上昇する球形ガス気泡

の壁面近傍の鉛直方向上昇速度および気泡を壁面から遠ざかる方向に働く斥力（横力）を求

めた．および，竹村ら 7)は水中に界面活性剤を十分添加することによって気泡が固体球とし

て振る舞う気泡の壁面近傍の鉛直方向上昇速度および気泡を壁面から遠ざかる方向に働く

斥力（横力）を求めた．特に，彼らは 6-8)気泡に働く抵抗力および斥力（横力）について検

討するため，Vasseur and Cox 4)の解析結果を修正した理論式を提案し，壁面近傍を上昇する

球形気泡に働く抵抗力に対しては実験結果との比較的良好な一致を得た．図 2.1 に，黒色矢

印はそれぞれ気泡・粒子に働く浮力，抵抗力，斥力（横力）を，青色矢印の方向は気泡・粒

子の移動方向を，赤色矢印は気泡・粒子に働く抵抗力の水平方向と鉛直方向の分力を表す．

ここは，鉛直方向から少し傾いた方向に上昇する気泡・粒子に働く抵抗力は，浮力と斥力（横

力）の合力と近似的に釣り合うと仮定し，斥力（横力）は抵抗力の水平成分と釣り合うため，

水平方向速度を用いて気泡の水平方向成分の抵抗力を求めれば，それが斥力（横力）となる．

このように考えると，前述した抵抗力の数学モデル，気泡の場合は式(2.12)，粒子の場合は

式(2.14)中の気泡・粒子の移動速度を水平方向の速度のみを用いて求めた抵抗力は気泡・粒

子に働く斥力（横力）と見なすことができる． 

 

ここでは，単一上昇する気泡・粒子に働く各種の力を中心に説明を行った．これらの力を

統一に取り扱えば，気泡・粒子群おける分散および集積傾向などのつじつまの合う説明が可
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能となる．しかし，工業分野や医療分野など多くの流れ場は壁面が存在するため，気泡・粒

子と壁面間の相互作用は最も頻繁に現れる現象となる．次節に，この現象について検討を行

う． 

 

 

 

図 2.1 浮力，斥力（横力），抵抗力による壁面近傍を上昇する気泡・粒子の平衡． 

 

 

 

2.3 壁面が存在する場合における単一気泡・粒子の挙動 

2.3.1 壁面近傍を上昇する単一気泡・粒子の終端速度 

 前節の最後に，壁面の影響で壁面近傍を上昇する気泡・粒子に壁面に遠ざかる斥力（横力）

が働くことを述べている．Stokes 流れ領域における低レイノルズ数領域において，壁面によ

って生成された慣性力の影響が小さく，気泡・粒子に働く斥力（横力）も小さくなるが，抵

抗力が増加することを竹村ら 6)の実験および理論解析によって証明されている．彼ら 6)は，

顕微鏡付きのカメラを移動させながら，静止流体中を上昇する気泡の上昇速度と気泡径を

同時に測定できる装置を用い，シリコンオイル中に板を挿入したことで壁として，気泡と壁

面との距離を変化させ，上昇速度に対する壁面の影響を検討した．特に，この実験において，

気泡発生時に，無限流体中とみなせる定常解から得られた気泡の上昇速度は非定常性によ

る影響がないことをみとめ，気泡に働く全ての力が釣り合っている状態となった時の気泡

の上昇速度が一定となる定常状態に達してから，板が存在する領域に侵入して気泡の上昇

速度の変化を測定することを言いすべきのことである．以下には，竹村ら 6)と同じ方法に従

い，Vasseur and Cox4)の式を用いて，壁面の影響で気泡・粒子に働く抵抗力の増加量の解析

を行う． 

 球形気泡と球形粒子の違いについては，気泡・粒子から離れた遠方で流れが受けられた

Stokeslet の強さに違いを生じるため，Oseen 近似でも行った一次の項の解の接合の際に，影
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響を与える．そこで，Vasseur and Cox4)の式を，球形気泡・粒子に働く抵抗力を計算すると

次式用に与える． 

 

𝐹𝐷 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞ {𝑅𝑓 +
𝑅𝑒∞
2
𝑅𝑓
2 (
3

8
+ 𝐼1) +⋯}                                       (2.19) 

 

ここで，𝐼1 は竹村ら 6)によって Vasseur and Cox4)の式を修正した式を用い， 

 

𝐼1 = −
3

4𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫ {(𝜒 + 𝜉)𝑒−2𝜉 + (2𝜒 +

𝜒 − 𝜉

𝜒
×
𝑖𝜉cos𝜑 − 𝑅𝑒𝐿
𝑖𝜉cos𝜑

)𝑒−2𝜒
2𝜋

0

∞

0

− 4𝜒𝑒−(𝜒+𝜉)}
𝑖𝜉cos𝜑

𝜒 − 𝜉
𝑑𝜉𝑑𝜒                                                                                         (2.20) 

 

ここで， 

 

𝜒 = (𝜉2 + 𝑖𝜉𝑅𝑒𝐿cos𝜑)
1/2,              𝑅𝑒𝐿 =

𝐿𝑈∞
𝜈
,              𝑅𝑒∞ =

2𝑅𝑈∞
𝜈

 

 

と表される．𝑅𝑒𝐿 は距離レイノルズ数で，気泡・粒子中心と壁面間距離 𝐿 ，無限流体中にお

ける気泡・粒子の上昇終端速度 𝑈∞ ，流体の動粘性係数 𝜈 によって作った無次元数である．

𝑅𝑒∞ は無限流体中の気泡・粒子レイノルズ数で，気泡・粒子直径 2𝑅 ，無限流体中における

気泡・粒子の上昇終端速度 𝑈∞ ，流体の動粘性係数 𝜈 によって作った無次元数である．また，

気泡の場合は 𝑅𝑓 = 2/3 とし，粒子の場合は 𝑅𝑓 = 1 とする． 

 壁面による抵抗力の増加量を求めるために，Vasseur and Cox4)の式の高次項を無視し，次

式のように変形する． 

 

𝐹𝐷 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞ (𝑅𝑓 +
𝑅𝑒∞
2
𝑅𝑓
2
3

8
+
𝑅𝑒∞
2
𝑅𝑓
2𝐼1).                                      (2.21) 

 

また，距離レイノルズ数 𝑅𝑒𝐿 と気泡・粒子レイノルズ数 𝑅𝑒∞ は無限流体中における気泡・

粒子の上昇終端速度 𝑈∞ を相互に消して，次の関係を持つこととなる． 

 

 𝑅𝑒∞ = 𝑅𝑒𝐿
2𝑅

𝐿
.                                                                 (2.22) 

 

その関係式を変形した Vasseur and Cox4)の式に代入すれば，気泡および粒子に働く壁面との
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距離を含まれた抵抗力は，次式のように与える． 

 

𝐹𝐷 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞ (𝑅𝑓 + 𝑅𝑓
2𝑅𝑒∞

3

16
+ 𝑅𝑒𝐿

2𝑅

𝐿
𝑅𝑓
2𝐼1).                                      (2.23) 

 

気泡の場合は 𝑅𝑓 = 2/3，粒子の場合は 𝑅𝑓 = 1 とすれば，気泡と粒子に働く抵抗力はそれぞれ

次式のように与える． 

 

𝐹𝐷,𝑏 = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑏 (1 +
1

8
𝑅𝑒∞,𝑏 +

2

3
∙
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑏𝐼1),                                     (2.24) 

 

𝐹𝐷,𝑝 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑝 (1 +
3

16
𝑅𝑒∞,𝑝 +

𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼1).                                      (2.25) 

 

上式より，気泡の場合において，無限流体中の抵抗力は，  

 

𝐹𝐷,𝑏 = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑏 (1 +
1

8
𝑅𝑒∞,𝑏),                                               (2.26) 

 

壁面の影響で生じた抵抗力の増加量は， 

 

𝐹𝐷,𝑏,𝑤 = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑏 ∙
2

3
∙
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑏𝐼1,                                              (2.27) 

 

である．粒子の場合において，無限流体中の抵抗力は，  

 

𝐹𝐷,𝑝 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑝 (1 +
3

16
𝑅𝑒∞,𝑝),                                               (2.28) 

 

壁面の影響で生じた抵抗力の増加量は， 

 

𝐹𝐷,𝑝,𝑤 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑝 ∙
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼1,                                                      (2.29) 

 

である．特に，𝑅𝑒𝐿 ≥ 10 となれば，壁面からの影響がなくなる 6)．式(2.22)を用いて考えれ

ば，無限流体中の気泡・粒子レイノルズ数 𝑅𝑒∞ が小さくても壁面との距離が十分に離れる
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と，壁面による影響を受けない，または，壁面との距離が近くても無限流体中の気泡・粒子

レイノルズ数 𝑅𝑒∞ が十分に大きければ，壁面による影響も受けないことがわかった． 

 無限流体中の気泡・粒子レイノルズ数 𝑅𝑒∞ が大きくなる場合において，論理的に全体の

抵抗力の線形和で表現できる保証がないが，竹村ら 6)によって無限流体中の抵抗力と壁面の

影響で生じた抵抗力の増加量の線形和で表現した式の有効性を確認したため，本論文でも

同様に線形和で表現した式を用いる．しかし，式(2.26)と式(2.28)は，Oseen 近似で得られた

無限流体中の解であるため， 𝑅𝑒∞ ≪ 1 の範囲のみ成立できる．ここで，抵抗力の式は，Mei 

et al.1)の式と Clift et al.3)の式を用いて，次式のように与える． 

 

𝐹𝐷,𝑏 = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑏 {1+ [
8

𝑅𝑒∞,𝑏
+ 0.5(1 +

3.315

𝑅𝑒∞,𝑏
0.5)]

−1

+
2

3
∙
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑏𝐼1},             (2.30) 

 

𝐹𝐷,𝑝 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑝 [
24

𝑅𝑒∞,𝑝
(1 +

3

16
𝑅𝑒∞,𝑝) +

𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼1],                            (𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 0.01)           

= 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑝 [1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝) +

𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼1] , (0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 20) 

= 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑝 [1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝
0.6305 +

𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼1],                        (20 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 260)  

(2.31) 

 

次は，気泡・粒子が無限流体中から壁面が存在する領域に侵入すると考えて，気泡・粒子の

半径が変化なしとして，同種の流体とする連続している条件と課すれば，以下の式が成立で

きると考えられる．気泡の場合は， 

 

4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑤,𝑏 [𝑓(𝑅𝑒𝑤,𝑏) +
2

3
∙
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑏𝐼1] = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑏𝑓(𝑅𝑒∞,𝑏).                  (2.32) 

 

ここで，右下の添え字 𝑤 は，壁面の影響が存在する場合とする．ただし， 

 

𝑓(𝑅𝑒) = 1+ [
8

𝑅𝑒
+ 0.5 (1 +

3.315

𝑅𝑒0.5
)]
−1

                                        (2.33) 

 

とする．この式に対して，左右両辺に 4𝜋𝜈𝜌𝑓 で割ってから，2 𝜈⁄  をかけると，次式のように

変形できる． 
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𝑅𝑒𝑤,𝑏 [𝑓(𝑅𝑒𝑤,𝑏) +
2

3
∙
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑏𝐼1] = 𝑅𝑒∞,𝑏𝑓(𝑅𝑒∞,𝑏),                                       (2.34) 

 

ここで，𝑅𝑒∞,𝑏 と 𝑅 𝐿⁄  は既知値であり，𝑅𝑒𝐿,𝑏𝐼1 は式(2.20)の積分を解くことで求めることが

できるから，上式を満足する 𝑅𝑒𝑤,𝑏  を反復計算で求められる．本論文では，反復計算におい

て．配列二分法を用いた．粒子の場合でも，同じ方法を用いて， 

 

6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑤,𝑝 [𝑓(𝑅𝑒𝑤,𝑝) +
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼1] = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈∞,𝑝𝑓(𝑅𝑒∞,𝑝)                      (2.35) 

 

が得られる．ただし， 

 

𝑓(𝑅𝑒) =
24

𝑅𝑒
(1 +

3

16
𝑅𝑒),                                              (𝑅𝑒 ≤ 0.01)           

= 1 + 0.1315𝑅𝑒(0.82−0.05log10𝑅𝑒),                  (0.01 < 𝑅𝑒 ≤ 20) 

= 1 + 0.1935𝑅𝑒0.6305,                                      (20 < 𝑅𝑒 ≤ 260)  

(2.36) 

 

変形すれば， 

 

𝑅𝑒𝑤,𝑝 [𝑓(𝑅𝑒𝑤,𝑝) +
𝑅

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼1] = 𝑅𝑒∞,𝑝𝑓(𝑅𝑒∞,𝑝)                                 (2.37) 

 

となる．同様に配列二分法を用いて，𝑅𝑒𝑤,𝑝 を求める． 

 

図 2.2 𝑅𝑒∞ = 0.1 の場合における𝐿/𝑅 に対する 𝑅𝑒𝑤/𝑅𝑒∞. 
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図 2.3 𝑅𝑒∞ = 30 の場合における𝐿/𝑅 に対する 𝑅𝑒𝑤/𝑅𝑒∞. 

 

図 2.2 と図 2.3 に，式(2.34)と式(2.37)を用いて計算された 𝑅𝑒∞ = 0.1 および 𝑅𝑒∞ = 30 の場

合の 𝐿/𝑅 に対する 𝑅𝑒𝑤/𝑅𝑒∞ のグラフを示している．右下に添え字 𝑤 と ∞ のみを添えてい

る場合は気泡と粒子が共通となるのを意味する．実線は球形気泡，破線は球形粒子を表す．

図 2.2 より，𝑅𝑒∞ = 0.1 の気泡・粒子が壁面に近づくと上昇終端速度が下がり，気泡中心か

ら壁面間に垂直する最も短い距離 𝐿 が 1.5 倍の気泡半径の程度で無限流体中の約 8 割程度

の速度となっている．粒子の場合は，1.5 倍の粒子半径の程度で無限流体中の約 6.5 割程度

の速度となっている．図 2.3 より，𝑅𝑒∞ = 30 の気泡・粒子は，両場合ともに壁面からの影響

を受けなくなることがわかった． 

 

2.3.2 壁面近傍を上昇する単一気泡・粒子に働く斥力（横力） 

 前節で粘性のみ支配された Stokes 流れ領域における Stokes 流れの運動学的可逆性によっ

て，壁面近傍を上昇する気泡・粒子は，壁面の影響を受けなくなることを理論解析によって

説明したが， 𝑅𝑒∞ > 1 の範囲であれば，壁面からの影響を受けることとなる．すなわち，気

泡・粒子に斥力（横力）が働くこととなる．ここでは，図 2.1 の示すように，壁面近傍を上

昇する気泡・粒子は，鉛直方向から傾いた方向に上昇する場合は，浮力，斥力（横力），抵

抗力によって釣り合っている状態となると考えて，気泡の場合は Takemura et al.8)の方法に

したがい，粒子の場合は Vasseur and Cox4)の方法にしたがい，Navier-Stokes 方程式に対して

抵抗力項のみを生成項として，気泡の場合と粒子の場合はそれぞれ次式のように与える． 

 

𝛻2𝑢𝑖 − 𝛻𝑝 −
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

= −4𝜋(𝑒1 − 𝛼𝑒2)𝛿(𝑟𝑖),                                             (2.38) 
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𝛻2𝑢𝑖 − 𝛻𝑝 −
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

= −6𝜋(𝑒1 − 𝛼𝑒2)𝛿(𝑟𝑖),                                             (2.39) 

 

𝑢𝑖 → 0        (𝑟𝑖 → ∞),       𝑢𝑖 = 0        𝑂𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑤𝑎𝑙𝑙.  

 

ここで， 𝛼 = 𝑢3 𝑢1⁄  であり，𝑖 = 1，2，3 方向成分はそれぞれ 𝑥，𝑦，𝑧 方向成分を示す．上

式を 𝑥，𝑦 方向の二次元フーリエ変換すれば， 

 

{−𝑘𝑥
2 − 𝑘𝑦

2 − 𝑖𝑘𝑥 +
𝜕2

𝜕𝑧2
}(

𝛤𝑥
𝛤𝑦
𝛤𝑧

)− (

𝑖𝑘𝑥
𝑖𝑘𝑦
𝜕 𝜕𝑧⁄

)𝛱 − 𝑖𝑘𝑥(

𝛤𝑥
𝛤𝑦
𝛤𝑧

) =
1

4𝜋2
(
4𝜋
0
0
)𝛿(𝑧),          (2.40) 

 

{−𝑘𝑥
2 − 𝑘𝑦

2 − 𝑖𝑘𝑥 +
𝜕2

𝜕𝑧2
}(

𝛤𝑥
𝛤𝑦
𝛤𝑧

)− (

𝑖𝑘𝑥
𝑖𝑘𝑦
𝜕 𝜕𝑧⁄

)𝛱 − 𝑖𝑘𝑥(

𝛤𝑥
𝛤𝑦
𝛤𝑧

) =
1

4𝜋2
(
6𝜋
0
0
)𝛿(𝑧).          (2.41) 

 

また，気泡・粒子の水平方向速度が非常に小さく，無限流体中の気泡・粒子レイノルズ数を

用いて換算すれば， 𝑅𝑒∞ < 1 であることがわかったため，水平方向の慣性項が無視すること

ができる 6-8)． 

 

{−𝑘𝑥
2 − 𝑘𝑦

2 − 𝑖𝑘𝑥 +
𝜕2

𝜕𝑧2
}(

𝛤𝑥
𝛤𝑦
𝛤𝑧

)−(

𝑖𝑘𝑥
𝑖𝑘𝑦
𝜕 𝜕𝑧⁄

)𝛱 =
1

4𝜋2
(
4𝜋
0
0
)𝛿(𝑧),                     (2.42) 

 

{−𝑘𝑥
2 − 𝑘𝑦

2 − 𝑖𝑘𝑥 +
𝜕2

𝜕𝑧2
}(

𝛤𝑥
𝛤𝑦
𝛤𝑧

) −(

𝑖𝑘𝑥
𝑖𝑘𝑦
𝜕 𝜕𝑧⁄

)𝛱 =
1

4𝜋2
(
6𝜋
0
0
)𝛿(𝑧)                     (2.43) 

 

となる．ここで，𝑘𝑥，𝑘𝑦 は周波数を表す．𝛤𝑖  は 2 次元フーリエ変換された速度成分，𝛱 は 2

次元フーリエ変換された圧力成分である．気泡の場合と粒子の場合はともに次式のように

与える． 

 

𝛤𝑖(𝑘𝑥，𝑘𝑦，𝑧) =
1

4𝜋2
∫ ∫ 𝑢𝑖(𝑥𝑖)

∞

−∞

∞

−∞

× exp[−𝑖(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦)]𝑑𝑥𝑑𝑦,              (2.44) 

 



23 

 

𝛱(𝑘𝑥，𝑘𝑦，𝑧) =
1

4𝜋2
∫ ∫ 𝑝(𝑥𝑖)

∞

−∞

∞

−∞

×  exp[−𝑖(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦)]𝑑𝑥𝑑𝑦.              (2.45) 

 

上式を 𝑟𝑖 = 0 点において解くと，壁面を考慮した 2 方向の速度成分は，気泡の場合は，次式

のように与える． 

 

𝛤𝑥(0) = 𝛤𝑥
∞(0) −

1

2𝜋
[
𝑖𝑘𝑥(𝑡 + 𝑞)

𝑞(𝑡 − 𝑞)
𝑒−2𝑞𝑅𝑒𝐿 + {

2𝑖𝑘𝑥𝑡

(𝑡 − 𝑞)𝑞
+
𝑖𝑘𝑥 − 1

𝑡
} 𝑒−2𝑡𝑅𝑒𝐿 −

4𝑖𝑘𝑥𝑡

(𝑡 − 𝑞)𝑞
𝑒−(𝑡+𝑞)𝑅𝑒𝐿]

−
𝛼

2𝜋

(𝑡 + 𝑞)

(𝑡 − 𝑞)
(𝑒−𝑞𝑅𝑒𝐿 − 𝑒−𝑡𝑅𝑒𝐿)2,                                                                              (2.46) 

 

𝛤𝑧(0) = 𝛤𝑧
∞(0) +

𝑡 + 𝑞

2𝜋(𝑡 − 𝑞)
(𝑒−𝑞𝑅𝑒𝐿 − 𝑒−𝑡𝑅𝑒𝐿)2

−
𝛼𝑞2

2𝜋𝑖𝑘𝑥(𝑡 − 𝑞)
{
𝑡 + 𝑞

𝑞
𝑒−2𝑞𝑅𝑒𝐿 − 4𝑒−(𝑞+𝑡)𝑅𝑒𝐿 +

𝑡 + 𝑞

𝑡
𝑒−2𝑡𝑅𝑒𝐿}.                      (2.47) 

 

粒子の場合は，次式のように与える． 

 

𝛤𝑥(0) = 𝛤𝑥
∞(0) −

3

4𝜋
[
𝑖𝑘𝑥(𝑡 + 𝑞)

𝑞(𝑡 − 𝑞)
𝑒−2𝑞𝑅𝑒𝐿 + {

2𝑖𝑘𝑥𝑡

(𝑡 − 𝑞)𝑞
+
𝑖𝑘𝑥 − 1

𝑡
} 𝑒−2𝑡𝑅𝑒𝐿 −

4𝑖𝑘𝑥𝑡

(𝑡 − 𝑞)𝑞
𝑒−(𝑡+𝑞)𝑅𝑒𝐿]

−
3𝛼

4𝜋

(𝑡 + 𝑞)

(𝑡 − 𝑞)
(𝑒−𝑞𝑅𝑒𝐿 − 𝑒−𝑡𝑅𝑒𝐿)2,                                                                              (2.48) 

 

𝛤𝑧(0) = 𝛤𝑧
∞(0) +

3(𝑡 + 𝑞)

4𝜋(𝑡 − 𝑞)
(𝑒−𝑞𝑅𝑒𝐿 − 𝑒−𝑡𝑅𝑒𝐿)2

−
3𝛼𝑞2

4𝜋𝑖𝑘𝑥(𝑡 − 𝑞)
{
𝑡 + 𝑞

𝑞
𝑒−2𝑞𝑅𝑒𝐿 − 4𝑒−(𝑞+𝑡)𝑅𝑒𝐿 +

𝑡 + 𝑞

𝑡
𝑒−2𝑡𝑅𝑒𝐿},                      (2.49) 

 

ここで， 

 

𝑅𝑒𝐿 =
𝐿𝑈∞
𝜈
,              𝑞2 = 𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2,             𝑡2 = 𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2 + 𝑖𝑘𝑥. 

 

式(2.46)の右辺の第一項は，無限流体中の成分を表す．第二項は，壁面の影響を考慮した鉛

直方向速度による抵抗力成分の補正項を表す．第三項は，壁面の影響を考慮した水平方向速

度による斥力（横力）成分の補正項を表す．式(2.47)の右辺の第一項は，無限流体中の成分
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を表す．第二項は，壁面の影響を考慮した鉛直方向速度による斥力（横力）成分の補正項を

表す．第三項は，壁面の影響を考慮した水平方向速度による抵抗力成分の補正項を表す．式

(2.48)と式(2.49)のそれぞれ項の意味は，式(2.46)と式(2.47)と同様である．これから， 

 

𝑘𝑥 =
𝜆cos𝜑

𝑅𝑒𝐿
,        𝑘𝑦 =

𝜆sin𝜑

𝑅𝑒𝐿
,        𝑅𝑒𝐿 ∙ 𝑞 = 𝜆,        𝑅𝑒𝐿 ∙ 𝑡 = 𝜒 

 

として，上式の鉛直方向速度による抵抗力成分に対して逆フーリエ変換を行って接合する

と，気泡の場合は，次式のように与える． 

 

𝐼𝐷,𝑥 = −
1

2𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫ {(𝜒 + 𝜆)𝑒−2𝜆 + 2𝜒𝑒−2𝜒 − 4𝜒𝑒−(𝜒+𝜆)}

2𝜋

0

∞

0

𝑖𝜆cos𝜑

𝜒 − 𝜆
𝑑𝜆𝑑𝜑

−
1

2𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫

𝑖𝜆cos𝜑 − 𝑅𝑒𝐿
𝜒

𝜆𝑒−2𝜒𝑑𝜆𝑑𝜑
2𝜋

0

∞

0

.                                                      (2.50) 

 

粒子の場合は，次式のように与える． 

 

𝐼𝐷,𝑥 = −
3

4𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫ {(𝜒 + 𝜆)𝑒−2𝜆 + 2𝜒𝑒−2𝜒 − 4𝜒𝑒−(𝜒+𝜆)}

2𝜋

0

∞

0

𝑖𝜆cos𝜑

𝜒 − 𝜆
𝑑𝜆𝑑𝜑

−
3

4𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫

𝑖𝜆cos𝜑 − 𝑅𝑒𝐿
𝜒

𝜆𝑒−2𝜒𝑑𝜆𝑑𝜑
2𝜋

0

∞

0

.                                                      (2.51) 

 

上式の水平方向速度による抵抗力および斥力（横力）成分に対して逆フーリエ変換を行って

接合すると，気泡の場合は，次式のように与える． 

 

𝛼𝐼𝐷,𝑧 = −
𝛼

2𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫

𝜆2

𝑖cos𝜑
[(
𝑒−2𝜆

𝜆
−
𝑒−2𝜒

𝜒
) +

2(𝑒−𝜆 − 𝑒−𝜒)
2

𝜒 − 𝜆
]𝑑𝜆𝑑𝜑

2𝜋

0

∞

0

,           (2.52) 

 

𝐼𝐿 =
1

2𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫

𝜒 + 𝜆

𝜒 − 𝜆
(𝑒−𝜆 − 𝑒−𝜒)

2
𝜆𝑑𝜆𝑑𝜑

2𝜋

0

∞

0

.                                 (2.53) 

 

粒子の場合は，次式のように与える． 

 

𝛼𝐼𝐷,𝑧 = −
3𝛼

4𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫

𝜆2

𝑖cos𝜑
[(
𝑒−2𝜆

𝜆
−
𝑒−2𝜒

𝜒
) +

2(𝑒−𝜆 − 𝑒−𝜒)
2

𝜒 − 𝜆
]𝑑𝜆𝑑𝜑

2𝜋

0

∞

0

,          (2.54) 
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 𝐼𝐿 =
3

4𝜋𝑅𝑒𝐿
2∫ ∫

𝜒 + 𝜆

𝜒 − 𝜆
(𝑒−𝜆 − 𝑒−𝜒)

2
𝜆𝑑𝜆𝑑𝜑

2𝜋

0

∞

0

.                                 (2.55) 

 

ここで，𝑅𝑒∞ → 0，𝑅𝑒𝐿 → 0 の極限で，気泡の場合は， 

 

𝐼𝐷,𝑥 = −
3

8𝑅𝑒𝐿
,              𝐼𝐷,𝑧 = −

3

4𝑅𝑒𝐿
,               𝐼𝐿 = −

1

16
 , 

 

粒子の場合は， 

 

𝐼𝐷,𝑥 = −
9

16𝑅𝑒𝐿
,             𝐼𝐷,𝑧 = −

9

8𝑅𝑒𝐿
,             𝐼𝐿 = −

3

32
 

 

となり，気泡に働く鉛直方向抵抗力および水平方向斥力（横力）は，次式のようになる． 

 

𝐹𝐷,𝑥 = −4𝜋𝜇𝑅𝑈1 {1 +
𝑅𝑒

2
(
1

4
− 𝐼𝐷,𝑥)} = −4𝜋𝜇𝑅𝑈1 {1 +

1

8
𝑅𝑒 +

3

8

𝑅

𝐿
},                    (2.56) 

 

𝐹𝐿,𝑧 = −4𝜋𝜇𝑅𝑈1 {𝛼 −
𝑅𝑒

2
(𝛼𝐼𝐷,𝑧 + 𝐼𝐿)} = −4𝜋𝜇𝑅𝑈3 {1 +

3

4

𝑅

𝐿
}.                        (2.57) 

 

粒子に働く鉛直方向抵抗力および水平方向斥力（横力）は，次式のようになる． 

 

𝐹𝐷,𝑥 = −6𝜋𝜇𝑅𝑈1 {1 +
𝑅𝑒

2
(
3

8
− 𝐼𝐷,𝑥)} = −6𝜋𝜇𝑅𝑈1 {1 +

3

16
𝑅𝑒 +

9

16

𝑅

𝐿
},                (2.58) 

 

𝐹𝐿,𝑧 = −6𝜋𝜇𝑅𝑈1 {𝛼 −
𝑅𝑒

2
(𝛼𝐼𝐷,𝑧 + 𝐼𝐿)} = −6𝜋𝜇𝑅𝑈3 {1 +

9

8

𝑅

𝐿
}.                        (2.59) 

 

抵抗力に対して，Happel and Brenner36)の Stokes 近似の解となる．ただし，気泡・粒子が壁面

から離れると，𝑅𝑒𝐿 が大きくなっていって漸近解が使えなくなるため，式(2.52)~式(2.55)の

積分を求める必要がある．図 2.4 と図 2.5 および図 2.6 と図 2.7 に，気泡の場合および粒子

の場合における 𝑅𝑒𝐿 に対する 𝑅𝑒𝐿 ∗ 𝐼𝐷,𝑧 と 𝐼𝐿,𝑧 の値を示している．図 2.4 は式(2.52)の積分を

解いて気泡に働く抵抗力成分の値を示す．図 2.5 は式(2.53)の積分を解いて気泡に働く斥力

（横力）成分の値を示す．図 2.6 は式(2.54)の積分を解いて粒子に働く抵抗力成分の値を示

す．図 2.7 は式(2.55)の積分を解いて粒子に働く斥力（横力）成分の値を示す．気泡と粒子の
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両方の場合も， 𝑅𝑒𝐿 の値が大きくなるとともに 𝑅𝑒𝐿 ∗ 𝐼𝐷,𝑧 と 𝐼𝐿,𝑧 の値のどちらも小さくなる

ことが見える．特に，𝑅𝑒𝐿 ≥ 10 の範囲で，壁面からの影響がなくなることがわかる 5-8)． 

 

 

 

図 2.4 気泡の場合における 𝑅𝑒𝐿 に対する 𝑅𝑒𝐿 ∗ 𝐼𝐷,𝑧 の値． 

 

 

 

図 2.5 気泡の場合における 𝑅𝑒𝐿 に対する𝐼𝐿,𝑧 の値． 
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図 2.6 粒子の場合における 𝑅𝑒𝐿 に対する 𝑅𝑒𝐿 ∗ 𝐼𝐷,𝑧 の値． 

 

 

 

図 2.7 粒子の場合における 𝑅𝑒𝐿 に対する𝐼𝐿,𝑧 の値． 
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第 3 章 Force-coupling Method について 

 

3.1 Force-coupling Method の基礎方程式 

Force-coupling Method（以下 FCM と略す）は，Maxey ら 1-18)によって開発された比較的に

小さな計算負荷を有する粒子を含む流体運動を計算することができる手法である．この手

法は，粒子表面の正確な境界条件を満たすために移動境界を考慮せず，その代わりに，平滑

化デルタ関数を用いて，粒子と流体の相互作用力を体積力項として Navier-Stokes 方程式に

導入し，球形であると仮定した粒子の中心を点源として周りの流れに作用する視点に立ち，

その作用力の分布を考慮し，多極展開の低次項を取ることによって計算される手法である．

関連するパラメータは，粒子の密度と，粒子から流れへ作用する力の粒子半径に関わる長さ

スケールである．各粒子の速度は，粒子体積力が有効な領域にわたる流れの局所的な速度の

体積平均をとることによって得られる．それで，有効な作用力の長さスケールは粒子径と同

じオーダーであるため，粒子境界条件の影響が FCM で正確に反映された解が求まることが

保障されないが，計算コストを大幅に低減することができる．しかし，Maxey らのオリジナ

ルの FCM は，高粘性流体中で Stokes 近似レベルにおける球形粒子の解析のみ適用できる

ように構成されており，一般的な流体（例えば，水）中の球形粒子および球形気泡の軌跡・

速度を気泡・粒子径が非常に小さい場合しか正確に追うことができない．本節では，FCM の

基礎構成方程式を説明する．次節から，オリジナルの FCM に対して改良を行う．主な改良

は，①Stokes 近似および Oseen 近似から外れた高レイノルズ数範囲での球形粒子への解析

ができるようにする．②球形気泡に適用できるようにする．③高レイノルズ数範囲での球形

気泡への解析ができるようにする． 

 基礎方程式として，非圧縮 Navier-Stokes 方程式に，気泡・粒子と流体との相互作用を表

す体積力項を加えたものを用いた．次式のように与えられる． 

 

 
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

= −𝑢𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

−
1

𝜌𝑓

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜈

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
2 + 𝑔𝑖 + 𝑓𝑃,𝑖 .                                        (3.1) 

 

ここで，𝑢𝑖  は流体の速度，𝑡 は時刻，𝜌𝑓は流体の密度，𝑝 は圧力，𝜈 は流体の動粘性係数，

𝑔𝑖  は重力加速度，𝑓𝑃,𝑖は気泡・粒子から流体に作用する体積力(FCM による外力項)を表し，

 𝑖 = 1，2，3 方向成分はそれぞれ 𝑥，𝑦，𝑧 方向成分を示す．Navier-Stokes 方程式の解法につ

いては，次章で詳しく説明する．𝑓𝑃,𝑖  は，次式のように与えられる． 

 

𝑓𝑃,𝑖 = 𝑓𝑀,𝑖 + 𝑓𝐷,𝑖 .                                                                      (3.2) 

 

ここで，𝑓𝑀,𝑖  と 𝑓𝐷,𝑖  はそれぞれ Force Monopole 項（以下 FM 項）と Force Dipole 項（以下 FD



32 

 

項）を表す．図 3.1 と図 3.2 の示すように，FM 項は気泡・粒子の並進運動と関係があり，

気泡・粒子に働く抵抗力の反力を表す．FD 項は気泡・粒子周囲の速度勾配と関係があり，

回転によって気泡・粒子周囲のエネルギー散逸率の増加をもたらし，摩擦抵抗を増やす働き

の回転力を表す． 

 

 

図 3.1 Force Monopole 項の運動        図 3.2 Force Dipole 項の運動 

 

 まず，FM 項について説明する．𝑓𝑀,𝑖  は以下の式のように与える． 

 

𝑓𝑀,𝑖 =∑{𝐹𝑖
(𝑛)Δ𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖

(𝑛), σ𝑀)}

𝑁

𝑛=1

.                                              (3.3) 

 

ここで，右上の添え字 (𝑛) は，気泡・粒子の番号を表し，気泡・粒子によって異なる．∆𝑀 

は FM 項による力の影響範囲を表す．ガウス分布を用いて次式のように表される． 

 

∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝑀) =

1

[2𝜋(𝜎𝑀)2]3 2⁄
exp [−

(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛))2

2(𝜎𝑀)2
].                          (3.4) 

 

ここで，𝑥𝑖  は空間位置ベクトル，𝑌𝑖
(𝑛) は気泡・粒子の位置ベクトルを表す．𝜎𝑀 は力の長さ

スケールで，流れの全体のエネルギー収支を満たすように選択された．気泡・粒子半径 𝑅(𝑛) 

を用いて次式のように与えられる． 

 

𝜎𝑀 =
𝑅(𝑛)

√𝜋
.                                                                     (3.5) 

 

式(3.4)のガウス分布において，例えば，気泡・粒子が原点で 𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛) = 0 とし，𝑅(𝑛) = 1 と

すれば，図 3.3 のように示されており，FM 項による力の影響範囲は気泡・粒子半径より大

きな範囲となっている． 
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𝐹𝑖
(𝑛)
 は気泡・粒子から流体に作用する力を表す．次式のように与える． 

 

𝐹𝑖
(𝑛)

=
4

3
𝜋(𝑅(𝑛))3(𝜌𝑓 − 𝜌𝑏)(𝑔𝑖 −

𝑑𝑈𝑖
(𝑛)

𝑑𝑡
).                                      (3.6) 

 

ここで，𝜌𝑏は気泡・粒子の密度，𝑈𝑖
(𝑛)
 は気泡・粒子の速度を表す．本論文では 𝜌𝑏 𝜌𝑓⁄ =0.001

とおく．気泡・粒子の速度は，流れの局所的な速度 𝑢𝑖  の気泡・粒子領域にわたる体積平均

により，次式で与えられる． 

 

 𝑈𝑖
(𝑛)

=∭𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡)∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛)
, 𝜎𝑀)𝑑

3𝑥𝑖 ,                                     (3.7) 

 

また，気泡・粒子の加速度は，前時刻の速度 𝑈𝑖
(𝑛)(𝑡−1)

 と 𝑈𝑖
(𝑛)(𝑡−2)

 および時間刻み ∆𝑡 を用い

て後退差分によって求める． 

 

𝑑𝑈𝑖
(𝑛)

𝑑𝑡
=
3𝑈𝑖

(𝑛)
− 4𝑈𝑖

(𝑛)(𝑡−1)
+ 𝑈𝑖

(𝑛)(𝑡−2)

2∆𝑡
,                                          (3.8) 

 

次の時間ステップの気泡・粒子の位置 𝑌𝑖
(𝑛)(𝑡+1)

 は次式によって求める． 

 

𝑌𝑖
(𝑛)(𝑡+1)

= 𝑌𝑖
(𝑛) + ∆𝑡

3𝑈𝑖
(𝑛)
− 𝑈𝑖

(𝑛)(𝑡−1)

2
.                                             (3.9) 

 

 次は，FM 項について説明する．𝑓𝐷,𝑖  は以下の式のように与える． 

 

𝑓𝐷,𝑖 =∑𝐺𝑖𝑗
(𝑛) 𝜕

𝜕𝑥𝑗
∆D (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖

(𝑛), 𝜎𝐷)

𝑁

𝑛=1

,                                         (3.10) 

 

∆𝐷  は FD 項による力の影響範囲関数を表す．ガウス分布を用いて次式のように表される． 

 

∆𝐷 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝐷) =

1

[2𝜋(𝜎𝐷)2]3 2⁄
exp [−

(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛))2

2(𝜎𝐷)2
].                         (3.11) 

 

ここで， 𝜎𝐷  は力の長さスケールで，流れの全体のエネルギー収支を満たすように選択され
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た．気泡半径 𝑅(𝑛) を用いて次式のように与えられる． 

 

𝜎𝐷 =
𝑅(𝑛)

(6√𝜋)
1
3

.                                                                     (3.12) 

 

式(3.11)のガウス分布において，例えば，気泡・粒子が原点で 𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛)
= 0 とし，𝑅(𝑛) = 1 

とすれば，図 3.3 のように示されており，FD 項による力の影響範囲は気泡・粒子半径とほ

ぼ一致となっている． 

また， 𝐺𝑖𝑗
(𝑛)
 は対称成分である 𝑆𝑖𝑗

(𝑛)
 と反対称成分である 𝑇𝑖𝑗

(𝑛)
 に構成されており，次式のよ

うに表される． 

 

𝐺𝑖𝑗
(𝑛)

= 𝑆𝑖𝑗
(𝑛)
+ 𝑇𝑖𝑗

(𝑛)
.                                                           (3.13) 

 

まず，反対称成分である 𝑇𝑖𝑗
(𝑛)
 について説明する．𝑇𝑖𝑗

(𝑛) は気泡・粒子の外部トルクによって求

める．次式に求められる． 

 

𝑇𝑖𝑗
(𝑛) =

1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘 𝑇𝑘

(𝑒𝑥𝑡)
.                                                             (3.14) 

 

ここで，𝜀𝑖𝑗𝑘 はエディントンのイプシロンである．𝑇𝑘
(𝑒𝑥𝑡)

 は気泡・粒子の角速度 𝛺𝑖
(𝑛)
，半径

 𝑅(𝑛) の球形気泡・粒子，流体の慣性モーメント 𝐼𝑏
(𝑛)
， 𝐼𝑓

(𝑛)
 を用いて，次式に求められる． 

 

𝑇𝑘
(𝑒𝑥𝑡)

= −(𝐼𝑏
(𝑛) − 𝐼𝑓

(𝑛)
)
𝑑𝛺𝑖

(𝑛)

𝑑𝑡
,                                               (3.15) 

 

𝐼𝑏
(𝑛)
， 𝐼𝑓

(𝑛)
 はそれぞれ次式に求められる． 

 

𝐼𝑏
(𝑛)

=
8

15
𝜋𝜌𝑏(𝑅

(𝑛))
5
,                                                         (3.16) 

 

𝐼𝑓
(𝑛)

=
8

15
𝜋𝜌𝑓(𝑅

(𝑛))
5
.                                                        (3.17) 

 

さらに， 𝛺𝑖𝑗
(𝑛)
 は次式に求められる． 
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𝛺𝑖𝑗
(𝑛)

=
1

2
∭𝜀𝑖𝑗𝑘 

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑗

∆𝐷 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛)
, 𝜎𝐷)𝑑

3𝑥𝑖 .                                 (3.18) 

 

ここで，𝜀𝑖𝑗𝑘 はエディントンのイプシロンである．また，気泡・粒子の角加速度は，前時刻

の角速度 𝛺𝑖𝑗
(𝑛)(𝑡−1)

 と 𝛺𝑖𝑗
(𝑛)(𝑡−2)

 および時間刻み ∆𝑡 を用いて後退差分によって求める． 

 

𝑑𝛺𝑖𝑗
(𝑛)

𝑑𝑡
=
3𝛺𝑖𝑗

(𝑛)
− 4𝛺𝑖𝑗

(𝑛)(𝑡−1)
+ 𝛺𝑖𝑗

(𝑛)(𝑡−2)

2∆𝑡
.                                      (3.19) 

 

対称成分である 𝑆𝑖𝑗
(𝑛)
 は，ひずみ速度テンソル 

 

 𝑒𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
)                                                         (3.20) 

 

によって，次式のように与えられる． 

 

𝑆𝑖𝑗
(𝑛)

= 
20

3
𝜋𝜈𝜌𝑓(𝑅

(𝑛))
3
𝐸𝑖𝑗
(𝑛)
.                                               (3.21) 

 

ここで， 

 

𝐸𝑖𝑗
(𝑛)

=∭𝑒𝑖𝑗∆𝐷 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝐷)𝑑

3𝑥𝑖                                           (3.22) 

 

であり，気泡・粒子が球形を保持するため，気泡・粒子内のひずみ速度がゼロとなるように

するため，反復計算により𝐸𝑖𝑗
(𝑛)

= 0 を満足させるように，気泡・粒子近傍の速度場を求めた． 
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図 3.3 FM 項と FD 項による力の影響範囲のガウス分布． 

 

 

 

3.2 Force-coupling Method における方程式の離散化 

FD 項での反復計算が必要となる 𝑆𝑖𝑗
(𝑛)
 を求めるために，以下の行列の形に表現するする必

要がある．流れ場における 3 次元速度， 

 

𝑢𝑖 = [

𝑢1
𝑢2
𝑢3
]                                                                       (3.23) 

 

𝑥𝑖
𝑎，𝑏，𝑐 は計算モデルの 𝑎，𝑏，𝑐 番目の点での位置ベクトル 𝑥𝑖  を意味し，𝑁𝑥，𝑁𝑦，𝑁𝑧 はそ

れぞれ 𝑥，𝑦，𝑧 方向の格子数を意味する（𝑁𝑔 = 𝑁𝑥 × 𝑁𝑦 × 𝑁𝑧）．𝑖 = 1，2，3 方向成分はそれ

ぞれ 𝑥，𝑦，𝑧 方向成分を示す．計算領域内に全ての格子点数に対して， 

 

𝑢𝑖 =  

[
 
 
 
 𝑢𝑖 (𝑥𝑖

1，1，1
)

⋮

𝑢𝑖 (𝑥𝑖
𝑁𝑥，𝑁𝑦，𝑁𝑧)]

 
 
 
 

                                                        (3.24) 

 

のように与える．気泡・粒子の 3 次元速度は， 

 

𝑈𝑖
(𝑛)

= [

𝑈1
(𝑛)

𝑈2
(𝑛)

𝑈3
(𝑛)

],                                                                (3.25) 
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となり，それぞれの気泡・粒子に対して， 

 

𝑈𝑖 =  

[
 
 
 
 𝑈𝑖

(1)

𝑈𝑖
(2)

⋮

𝑈𝑖
(𝑛)
]
 
 
 
 

,                                                                 (3.26) 

 

のように与える．FCM の FM 項と FD 項において，それぞれガウス分布を用いるため，ガ

ウスの直交成分の重み係数の対角行列は， 

 

𝑊𝑖 = [

𝑤𝑖 0 0
0 𝑤𝑖 0
0 0 𝑤𝑖

],        𝑤𝑖 = [
𝑤1
1𝑤1

2𝑤1
3 0     ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯     0 𝑤𝑛

1𝑤𝑛
2𝑤𝑛

3
]                    (3.27) 

 

のように与える．したがって，各気泡・粒子における ∆𝑀 の行列は，以下のように与えられ

る． 

 

𝐷𝑀𝑖 = [

𝑑𝑖 0 0
0 𝑑𝑖 0
0 0 𝑑𝑖

],        𝑑𝑖 =

[
 
 
 𝛥𝑀(𝑥𝑖

1，1，1
− 𝑌1) ⋯ 𝛥𝑀(𝑥𝑖

𝑁𝑥，𝑁𝑦，𝑁𝑧 − 𝑌1)

⋮ ⋱ ⋮

𝛥𝑀(𝑥𝑖
1，1，1

− 𝑌𝑛) ⋯ 𝛥𝑀(𝑥𝑖
𝑁𝑥，𝑁𝑦，𝑁𝑧 − 𝑌𝑛)]

 
 
 
.     (3.28) 

 

ここで，線形性に考えると，FCM の FM 項成分と FD 項成分の合計によって表すことがで

きる．FM 項によって生成される流体速度 𝑢𝑖  は， 

 

𝑢𝑖 = ℤ𝐷𝑀𝑖
𝑇 𝐹𝑖

(𝑛).                                                                   (3.29) 

 

ここで，ℤ は (3𝑁𝑔) × (3𝑁𝑔) の行列で，Navier-Stokes 方程式を解く数値計算法の選択によっ

て決定される行列である．𝐹𝑖
(𝑛) の 3 次元表記は，以下のように与えられる． 

 

𝐹𝑖
(𝑛) = [

𝐹1
(𝑛)

𝐹2
(𝑛)

𝐹3
(𝑛)

],                                                                   (3.30) 

 

それぞれの気泡・粒子に対しては，以下のように与えられる． 
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𝐹𝑖 =  

[
 
 
 
 𝐹𝑖

(1)

𝐹𝑖
(2)

⋮

𝐹𝑖
(𝑛)
]
 
 
 
 

.                                                                   (3.31) 

 

したがって，FM 項によって求められた気泡・粒子速度は， 

 

𝑈𝑖
(𝑛)

= 𝐷𝑀𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝑀𝑖
𝑇 𝐹𝑖

(𝑛)
= 𝑀𝐹𝑉𝐹𝑖

(𝑛)
.                                         (3.32) 

 

ここで，𝑀𝐹𝑉  は FCM の FM 項による並進速度の移動行列である．また，各気泡・粒子にお

ける ∆𝐷  の行列も同様に扱って，以下のように与えられる． 

 

𝐷𝐷𝑖 =  

(

 
 

𝑑1 0 −𝑑3
𝑑2 𝑑1 0

𝑑3
0
0

0
𝑑2
𝑑3

𝑑1
−𝑑3
𝑑2 )

 
 
, 

 

 𝑑𝑥𝑖 =

(

  
 

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝛥𝐷 (𝑥

1，1，1 − 𝑌1) ⋯
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝛥𝐷 (𝑥

𝑁𝑥，𝑁𝑦，𝑁𝑧 − 𝑌1)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝛥𝐷 (𝑥

1，1，1 − 𝑌𝑛) ⋯
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝛥𝐷 (𝑥

𝑁𝑥，𝑁𝑦，𝑁𝑧 − 𝑌𝑛)
)

  
 
.          (3.33) 

 

したがって，FCM の（Stresslet に関係する）FD 項によるひずみ速度の移動行列は，以下の

ように与える． 

 

𝑀𝑆𝐸 = −𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝐷𝑖
𝑇 .                                                            (3.34) 

 

ひずみ速度 𝐸𝑖𝑗
(𝑛)
 における 9 つの成分を計算せずに，5 つの独立成分のみを評価すれば十分

である．以下のように与える． 

 

𝐸𝑖𝑗
(𝑛)

=

[
 
 
 
 
 
 𝐸11

(𝑛) − 𝐸33
(𝑛)

2𝐸12
(𝑛)

2𝐸13
(𝑛)

𝐸22
(𝑛) − 𝐸33

(𝑛)

2𝐸23
(𝑛)

]
 
 
 
 
 
 

.                                                                 (3.35) 
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次に，𝐷𝑇𝑖  は以下のように与える． 

 

𝐷𝑇𝑖 =  
1

2
(

0 𝑑3 −𝑑2
−𝑑3 0 𝑑1
𝑑2 −𝑑1 0

).                                                   (3.36) 

 

したがって，気泡・粒子のトルクに応じる気泡・粒子の角速度の移動行列は，以下のように

与えられる． 

 

𝑀𝑇𝛺 = 𝐷𝑇𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝑇𝑖
𝑇 .                                                            (3.37) 

 

そのほかの移動行列は，以下のように与える． 

 

𝑀𝑇𝑉 = 𝐷𝑀𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝑇𝑖
𝑇 ,                                                            (3.38) 

 

𝑀𝑆𝑉 = 𝐷𝑀𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝐷𝑖
𝑇 ,                                                            (3.39) 

 

𝑀𝑆𝛺 = 𝐷𝑇𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝐷𝑖
𝑇 .                                                            (3.40) 

 

マクスウェル・ベティの相反作用の定理によって，FCM における移動行列は以下の対称関

係を持っている． 

 

𝑀𝑇𝑉 = 𝑀𝐹𝛺
𝑇 ,           𝑀𝑆𝑉 = −𝑀𝐹𝐸

𝑇 ,           𝑀𝑆𝛺 = −𝑀𝑇𝐸
𝑇 .                            (3.41) 

 

式(3.22)のひずみ速度がゼロとなる条件を満たせば，FCM の全体移動行列は，以下のよう

になる． 

 

[
 
 
 𝑈𝑖

(𝑛)
− 𝑈𝑖

(∞)

𝛺𝑖
(𝑛)
− 𝛺𝑖

(∞)

−𝐸𝑖𝑗
(∞)

]
 
 
 

= 𝑀𝐹𝐶𝑀

[
 
 
 𝐹𝑖

(𝑛)

𝑇𝑖𝑗
(𝑛)

𝑆𝑖𝑗
(𝑛)
]
 
 
 

= [

𝑀𝐹𝑉 𝑀𝑇𝑉 𝑀𝑆𝑉
𝑀𝐹𝛺 𝑀𝑇𝛺 𝑀𝑆𝛺
𝑀𝐹𝐸 𝑀𝑇𝐸 𝑀𝑆𝐸

]

[
 
 
 𝐹𝑖

(𝑛)

𝑇𝑖𝑗
(𝑛)

𝑆𝑖
(𝑛)
]
 
 
 

,                    (3.42) 

 

ここで，添え字 (∞) は，無限流体領域を意味する．𝛺𝑖𝑗
(𝑛)
 と 𝑇𝑖𝑗

(𝑛) は，それぞれ気泡・粒子の

角速度ベクトルとトルクベクトルを表す．以下のように与える． 
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𝛺𝑖𝑗
(𝑛)

= [

𝛺1
(𝑛)

𝛺2
(𝑛)

𝛺3
(𝑛)

],                                                                    (3.43) 

 

𝑇𝑖𝑗
(𝑛)

= [

𝑇1
(𝑛)

𝑇2
(𝑛)

𝑇3
(𝑛)

].                                                                    (3.44) 

 

また，𝑆𝑖𝑗
(𝑛) は，5 つ成分の Stresslet を表す．以下のように与える． 

 

𝑆𝑖𝑗
(𝑛)

=

[
 
 
 
 
𝑆11
𝑆12
𝑆13
𝑆22
𝑆33]
 
 
 
 

.                                                                      (3.45) 

 

ここまで，FCM の全体移動行列を示したが，実際の反復計算では，このような全体移動行

列を構築する必要がない． 

 まず，各格子点における FCM による力の構成は線形的に考えて， 

 

𝑧 = 𝐷𝑀𝑖
𝑇 𝐹𝑖

(𝑛) + 𝐷𝑇𝑖
𝑇 𝑇𝑖𝑗

(𝑛) + 𝐷𝐷𝑖
𝑇 𝑆𝑖𝑗

(𝑛)                                               (3.46) 

 

のように与えられる．この力構成の操作数は，気泡・粒子の数によって異なる．したがって，

式(3.29)と同様に，FCM の全ての力項（並進力 𝐹𝑖
(𝑛)，回転力 𝑇𝑖𝑗

(𝑛)，変形しないように抗力 𝑆𝑖𝑗
(𝑛)）

を考慮し，Navier-Stokes 方程式を解いて流れ場速度を求めることが，FCM 項  𝑧 に

 (3𝑁𝑔) × (3𝑁𝑔) の行列 ℤ  を作用させることと等価にと考えると，  

 

𝑢𝑖 = ℤ𝑧.                                                                          (3.47) 

 

のように与えられる．Navier-Stokes 方程式を解く際に，計算領域が 1 つの方向において周期

条件を課すため，フーリエ変換を行う．詳しく次章で説明する． 

 𝐹𝑖
(𝑛) と 𝑇𝑖𝑗

(𝑛) は既知値であり，𝑆𝑖𝑗
(𝑛) を求めると，式(3.42)によって， 

 

−𝐸𝑖𝑗
(∞) = 𝑀𝐹𝐸𝐹𝑖

(𝑛) +𝑀𝑇𝐸𝑇𝑖𝑗
(𝑛) +𝑀𝑆𝐸𝑆𝑖𝑗

(𝑛)                                         (3.48) 

 

が得られる．変形すると， 
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−𝐸𝑖𝑗
(∞) − 𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝑀𝑖

𝑇 𝐹𝑖
(𝑛) − 𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝑇𝑖

𝑇 𝑇𝑖𝑗
(𝑛) = 𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝐷𝑖

𝑇 𝑆𝑖𝑗
(𝑛)                  (3.49) 

 

となる．また，上式を 𝑨𝒙 = 𝒃 の形に変形すると， 

 

(𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝐷𝑖
𝑇 )𝑆𝑖𝑗

(𝑛) = −𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ(𝐷𝑀𝑖
𝑇 𝐹𝑖

(𝑛) − 𝐷𝑇𝑖
𝑇 𝑇𝑖𝑗

(𝑛)) − 𝐸𝑖𝑗
(∞)                    (3.50) 

 

となる．ここから，Bi-CGSTAB 法（Biconjugate gradient stabilized method）を用いて，ひずみ

速度テンソルと関係する 𝐸𝑖𝑗
(∞) を打ち消すように 𝑆𝑖𝑗

(𝑛) を求める．具体的な反復計算手順は以

下のようになる． 

まず 

 

𝑨 = 𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ𝐷𝐷𝑖
𝑇  

 

𝒙 = 𝑆𝑖𝑗
(𝑛)

 

 

𝒃 = −𝐷𝐷𝑖𝑊𝑖ℤ(𝐷𝑀𝑖
𝑇 𝐹𝑖

(𝑛) − 𝐷𝑇𝑖
𝑇 𝑇𝑖𝑗

(𝑛)) 

 

とする． 

 

初期値の設定：𝒙0 = 0;      𝒓 = 𝒃 − 𝑨𝒙 = −𝐸𝑖𝑗
(∞);      𝒓0 = 𝒓;     𝒑 = 𝒓;     𝑐1 = (𝒓0, 𝒓0). 

                                                    𝑘 = 0, 1, 2…… ; 

                                                    𝒚 = 𝐀𝒑𝑘 

                                                    𝒚 = 𝐲 − 𝐸𝑖𝑗
(∞)

 

                                                    𝑐2 = (𝐫0, 𝐲) 

                                                    𝛼𝑘 = 𝑐1/𝑐2 

                                                    𝒆 = 𝒓𝑘 − 𝛼𝑘𝒚 

                                                    𝒗 = 𝑨𝒆 

                                                    𝒗 = 𝒗 − 𝐸𝑖𝑗
(∞)

 

                                                    𝑐3 = (𝒗, 𝒆) 

                                                    𝑐4 = (𝒗, 𝒗) 

                                                    𝑐3 = 𝑐3/𝑐4 

                                                    𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒑𝑘 + 𝑐3𝒆 

                                                    𝒓𝑘+1 = 𝒆 − 𝑐3𝒗 

                                                    𝑐1 = ( 𝒓0, 𝒓𝑘+1) 

                                                    𝛽𝑘 = 𝑐1/(𝑐2𝑐3) 

                                                    𝒑𝑘+1 = 𝒓𝑘+1 + 𝛽𝑘(𝒑𝑘 − 𝑐3𝒚) 
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以上を収束まで繰り返す．最後に，求めた補正値を 𝑆𝑖𝑗
(𝑛) に加えて更新する．ここで，初期 𝒙0 

は 0 とし，𝒓0 は初期残差ベクトル， 𝒆 は 𝑘 回目の繰り返す計算での残差ベクトル，𝒑𝑘 は 𝑘 

回目の探索方向，𝒓 は計算用残差ベクトル，𝛼𝑘 と 𝛽𝑘  は新しい解とその残差及び探索方向を

構築するために用いられるパラメータである．この方法を用いることにより，直接に 𝑆𝑖𝑗
(𝑛) 

を求める計算速度に比較すると，約 2.5 倍速く実現できた．なお， Bi-CGSTAB 法の反復終

了条件は，𝑘 回目の反復で残差ベクトル 𝒓 = 𝒃 − 𝑨𝒙 の 2 次ノルマついて，‖𝒓‖2/‖𝒃‖2 <

10−14 とする． 

 FCM の計算手順は，以下のようになる． 

1． 初期条件の設定． 

2． 気泡・粒子の初期速度が 0 として， 𝐹𝑖
(𝑛)
 を求める．（式(3.6)） 

3． 初期条件から 𝜎𝑀 と 𝜎𝐷  を求める．（式(3.5)，式(3.12)） 

4． 初期条件，𝜎𝑀 と 𝜎𝐷  から ∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝑀) と ∆𝐷 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖

(𝑛), 𝜎𝐷) を求める．（式(3.4)，式

(3.11)） 

5． ∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝑀) と 𝐹𝑖

(𝑛)
 から FM 項の 𝑓𝑀,𝑖  を求める．（式(3.3)） 

6． 初期条件と 𝑇𝑘
(𝑒𝑥𝑡)

 から 𝑇𝑖𝑗
(𝑛)
 を求める．（式(3.14)～式(3.17)） 

7． 𝑒𝑖𝑗  と ∆𝐷 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝐷) から 𝐸𝑖𝑗

(𝑛)
 を求める．（式(3.20)，式(3.22)） 

8． 初期条件と 𝐸𝑖𝑗
(𝑛)
 から， 𝐸𝑖𝑗

(∞) を打ち消すように反復計算によって 𝑆𝑖𝑗
(𝑛) を求める．（式(3.21)，

式(3.46)～式(3.50)） 

9． 𝑇𝑖𝑗
(𝑛)
 と 𝑆𝑖𝑗

(𝑛)
 から 𝐺𝑖𝑗

(𝑛)
 を求める．（式(3.13)） 

10. ∆𝐷 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝐷) と 𝐺𝑖𝑗

(𝑛)
 から FD 項の 𝑓𝐷,𝑖  を求める．（式(3.10)） 

11. 𝑓𝑀,𝑖  と 𝑓𝐷,𝑖  から 𝑓𝑃,𝑖  を求める．（式(3.2)） 

12. 𝑓𝑃,𝑖  を含まれた Navier-Stokes 方程式を解くことによって流れ場速度 𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡) を求める．

（式(3.1)） 

13. 𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡) と ∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝑀) から 𝑈𝑖

(𝑛)
 を求める．（式(3.7)） 

14. 𝑈𝑖
(𝑛)
 と ∆𝑡 から次の時間ステップの気泡位置を求める．（式(3.9)） 

15. ステップ 2 に戻る． 
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3.3 Force-coupling Method の改良法 

 

3.3.1  Modified Force-coupling Method について 

 前節で記述したように，Maxey ら 1-18)によって開発された FCM は，粘性のみ支配される

高粘性流体と仮定する Stokes 近似および Oseen 近似レベルにおける球形粒子の解析のみ適

用できるように構成されており，一般的な流体（例えば，水）中の球形粒子の場合と考えれ

ば，非常に小さい径でないと計算された粒子の軌跡・速度の誤差が倍に増加する可能性が高

い．また，球形気泡には適用することができない．本節では，FCM に対する 1 つの改良法

を提案する． 

球形気泡の場合には，表面で滑り速度あり，せん断応力が働かない条件が課される．球形

粒子の場合には，表面で滑り速度なしの条件が課される．この境界条件の違いにより，球形

気泡と球形粒子に働く抵抗力が異なる．また，気泡また粒子から離れた遠方での流れが感じ

る Stokeslet の強さの違いが生じ，流体に影響を与える．このように考えると，気泡・粒子に

働く Stokes 抵抗に低次の補正項を加えることにより，Stokeslet の補正ができると仮定すれ

ば，球形気泡の場合は，気泡レイノルズ数0 < 𝑅𝑒𝑏 < 100 の範囲で成立する Mei et al.19)の式， 

 

𝐹𝐷,𝑏 = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑏 {1+ [
8

𝑅𝑒𝑏
+ 0.5(1 +

3.315

𝑅𝑒𝑏
0.5)]

−1

},                              (3.51) 

 

を用いる．球形粒子の場合は，粒子レイノルズ数 𝑅𝑒𝑝 を用いて一般的に整理された理論解お

よび推算式は主に Clift et al.20)の式， 

 

𝐹𝐷,𝑝 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑝 [
24

𝑅𝑒𝑝
(1 +

3

16
𝑅𝑒𝑝)],                                         (𝑅𝑒𝑝 ≤ 0.01)           

= 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑝[1 + 0.1315𝑅𝑒𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒𝑝)],               (0.01 < 𝑅𝑒𝑝 ≤ 20) 

= 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈𝑝[1 + 0.1935𝑅𝑒𝑝
0.6305],                                    (20 < 𝑅𝑒𝑝 ≤ 260)  

(3.52) 

 

を用いる．式(3.6)の気泡・粒子の加速度項を考慮せずに，上式の抵抗力を入れると，気泡の

場合は， 

 

𝐹𝑖
(𝑛)

= −
4

3
𝜋(𝑅(𝑛))3(𝜌𝑓 − 𝜌𝑏)𝑔𝑖 + 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(𝑛)𝑈𝑖 {1+ [
8

𝑅𝑒∞,𝑏
+ 0.5(1 +

3.315

𝑅𝑒∞,𝑏
0.5)]

−1

} . (3.53) 

 

のように与える．ただし，無限流体中の気泡上昇終端速度 𝑈∞,𝑏 は，気泡に働く浮力と式(3.51)

の抵抗力と釣り合っている状態であると考え，次式のように与える． 
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𝑈∞,𝑏 =
1

3

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))2

𝜈
∙

1

1+[
8

𝑅𝑒∞,𝑏
+ 0.5(1 +

3.315

𝑅𝑒∞,𝑏
0.5)]

−1 .                             (3.54) 

 

また，無限流体中の気泡レイノルズ数 𝑅𝑒∞,𝑏 は，次式にように定義する． 

 

𝑅𝑒∞,𝑏 =
2𝑅(𝑛)𝑈∞,𝑏

𝜈
=
2

3

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))3

𝜈2
∙

1

1+ [
8

𝑅𝑒∞,𝑏
+ 0.5(1 +

3.315

𝑅𝑒∞,𝑏
0.5)]

−1 .               (3.55) 

 

 一方，粒子の場合は， 

 

𝐹𝑖
(𝑛) = −

4

3
𝜋(𝑅(𝑛))

3
(𝜌𝑓 − 𝜌𝑏)𝑔𝑖 + 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(𝑛)𝑈𝑖 [
24

𝑅𝑒∞,𝑝
(1 +

3

16
𝑅𝑒∞,𝑝)],                               

(𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 0.01)           

= −
4

3
𝜋(𝑅(𝑛))

3
(𝜌𝑓 − 𝜌𝑏)𝑔𝑖 + 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(𝑛)𝑈𝑖 [1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝)],    

(0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 20) 

= −
4

3
𝜋(𝑅(𝑛))

3
(𝜌𝑓 − 𝜌𝑏)𝑔𝑖 + 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(𝑛)𝑈𝑖[1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝
0.6305],                             

(20 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 260)  

(3.56) 

 

のように与える．気泡の場合と同様に，無限流体中の粒子上昇終端速度 𝑈∞,𝑝 は，粒子に働

く浮力と式(3.52)の抵抗力と釣り合っている状態であると考え，次式のように与える． 

 

𝑈∞,𝑝 =
2

9

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))2

𝜈
∙

1

24
𝑅𝑒∞,𝑝

(1 +
3
16𝑅𝑒∞,𝑝)

,                                            (𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 0.01) 

=
2

9

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))2

𝜈
∙

1

1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝)

,      (0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 20) 

=
2

9

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))2

𝜈
∙

1

1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝
0.6305 .                               (20 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 260) 

(3.57) 
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したがって，無限流体中の粒子レイノルズ数 𝑅𝑒∞,𝑝 は，次式にように定義する． 

 

𝑅𝑒∞,𝑝 =
2𝑅(𝑛)𝑈∞,𝑝

𝜈
=
4

9

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))3

𝜈2
∙

1

24
𝑅𝑒∞,𝑝

(1 +
3
16
𝑅𝑒∞,𝑝)

,                                         (𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 0.01) 

=
2𝑅(𝑛)𝑈∞,𝑝

𝜈
=
4

9

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))3

𝜈2
∙

1

1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝)

,   (0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 20) 

=
2𝑅(𝑛)𝑈∞,𝑝

𝜈
=
4

9

𝑔𝑖(𝑅
(𝑛))3

𝜈2
∙

1

1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝
0.6305 .                            (20 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 260) 

(3.58) 

 

ここで，オリジナルの FCM における気泡・粒子から流体に作用する力の式(3.6)の代わりに，

気泡の場合は式(3.53)を用いて，粒子の場合は式(3.56)を用いる方法，本論文では Modified 

Force-coupling Method（以下 MFCM と略す）と呼ぶ 21)． 

 

3.3.2  Renormalized Force-coupling Method について 

 FCM は，球形気泡・粒子の中心を点源として周りの流れに作用する視点に立ち，その作

用力の分布を考慮する手法であるため，FM 項と FD 項の力の影響範囲に対して，平滑化デ

ルタ関数 ∆𝑀 と ∆𝐷  を用いる．中のそれぞれの力長さスケールを表す 𝜎𝑀 と 𝜎𝐷  の値は Maxey

ら 1, 3)が，粒子の Stokes 近似の理論解と近くなるように定めたもので，厳密には気泡に適用

できない．粒子の場合に対して，式(3.5)と式(3.12)を用いることができるが，気泡の場合に

対しては，さらに深い検討が必要となる． 

 まず，粒子の場合において，オリジナルの FCM の適用範囲は粒子レイノルズ数が 1 以下

であるため，粒子レイノルズ数が大きくなるとともに，求められた粒子の速度が過大となる．

すなわち，Stokes 近似の領域から外れたと考えられて，Stokes 抵抗が適用できない．補正項

が必要と考えれば，Clift et al.20)の式を用いて，粒子の速度を求める式(3.7)に対して，以下の

ように補正する． 

𝑈𝑖
(𝑛)
=∭[𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡)∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖

(𝑛), 𝜎𝑀) ∙
1

1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝
(0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝)

]𝑑3𝑥𝑖 ,           

(0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 20) 

=∭[𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡)∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝑀) ∙

1

1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝
0.6305] 𝑑

3𝑥𝑖 .                                   

(20 < 𝑅𝑒∞,𝑝 ≤ 260) 

(3.59) 



46 

 

 

ここで， 𝑅𝑒∞,𝑝 は無限流体中の粒子レイノルズ数で，式(3.58)を用いる．このように補正す

れば，粒子から流体に作用する力は式(3.6)を用いることができる． 

 気泡の場合は，𝜎𝑀  と 𝜎𝐷  の値を再正規化する必要がある．気泡に適用できるような 𝜎𝑀 は，

以下の式より導出する． 

 まず，FM 項の力のみを作用する非圧縮流れの Stokes 方程式（Navier-Stokes 方程式の慣性

項を考慮しない）は定常流れに考えると，次式のように与える． 

 

 0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜈𝜌𝑓

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
2 + 𝐹𝑖𝛥𝑀(𝑥𝑖 , 𝜎𝑀).                                              (3.60) 

 

上式をフーリエ変換すると， 

 

𝑢𝑖̂ = (𝜈𝜌𝑓𝑘
2)
−1
[𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

] (2𝜋)−3𝑒−
𝑘2𝜎𝑀

2

2 𝐹𝑗 .                                       (3.61) 

 

式(3.47)と同じ形，Oseen 演算子 𝑂𝑖𝑗 を代入すれば， 

 

𝑢𝑖 = 𝑂𝑖𝑗𝐹𝑗                                                                        (3.62) 

 

となって，式(3.62)より， 

 

𝑂𝑖𝑗̂ = (𝜈𝜌𝑓𝑘
2)
−1
[𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘2
] (2𝜋)−3𝑒−

𝑘2𝜎𝑀
2

2                                        (3.63) 

 

が得られる．逆フーリエ変換すると， 

 

𝑂𝑖𝑗 = 𝐴(𝑟)𝛿𝑖𝑗 + 𝐵(𝑟)𝑥𝑖𝑥𝑗                                                          (3.64) 

 

が得られる．ここで，𝑟 = |𝑥𝑖| である．また， 𝐴(𝑟) と 𝐵(𝑟) は，それぞれ次式のように与え

る 1)． 

 

𝐴(𝑟) =
1

8𝜋𝜈𝜌𝑓
𝑟−1 [(1 +

𝜎𝑀
2

𝑟2
)erf (

𝑟

𝜎𝑀√2
) − (

2𝜎𝑀
𝑟
) (2𝜋)−1 2⁄ e−𝑟

2 2𝜎𝑀
2⁄ ],                (3.65) 
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𝐵(𝑟) =
1

8𝜋𝜈𝜌𝑓
𝑟−3 [(1 −

3𝜎𝑀
2

𝑟2
)erf (

𝑟

𝜎𝑀√2
) + (

6𝜎𝑀
𝑟
) (2𝜋)−1 2⁄ e−𝑟

2 2𝜎𝑀
2⁄ ],              (3.66) 

 

ここで，erf は誤差関数を表す．原点に考えると，𝑟 = 0 とすれば， 

 

𝐴(0) =
1

3𝜋𝜈𝜌𝑓𝜎𝑀
 (2𝜋)−1/2,                                                            (3.67) 

 

𝐵(0) =
1

30𝜋𝜈𝜌𝑓𝜎𝑀
(2𝜋)−1/2,                                                          (3.68) 

 

が得られる．Maxey and Patel1)の粒子の場合は，粒子に重力のみの作用下で粒子の移動速度

は，Stokes の法則に予測された粒子の速度と同等に考え，前述した Oseen 演算子 𝑂𝑖𝑗 を Stokes

抵抗の式に代入すると， 

 

𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡) = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑂𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖)𝑈𝑗                                               (3.69) 

 

になるが，気泡の場合も同様に考えると，次式が得られる． 

 

𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡) = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑂𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖)𝑈𝑗 ,                                            (3.70) 

 

𝑥𝑖 = 𝑌𝑖  として，上式が以下のようになる． 

 

𝑢𝑖(𝑌𝑖，𝑡) = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑂𝑖𝑗(0)𝑈𝑗 .                                                   (3.71) 

 

ここで，式(3.64)を代入すると， 

 

𝑢𝑖(𝑌𝑖，𝑡) = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅[𝐴(0)𝛿𝑖𝑗 + 𝐵(0)𝑥𝑖𝑥𝑗]𝑈𝑗 .                                       (3.72) 

 

式(3.67)，式(3.68)によって，上式は以下のようになる． 

 

𝑢𝑖(𝑌𝑖，𝑡) = 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅 [
1

3𝜋𝜈𝜌𝑓𝜎𝑀
 (2𝜋)−1/2 ∙ 𝛿𝑖𝑗 ∙ 𝑈𝑗 +

1

30𝜋𝜈𝜌𝑓𝜎𝑀
(2𝜋)−1/2 ∙ 𝑥𝑖𝑥𝑗 ∙ 𝑈𝑗] . (3.73) 

 

上式を整理すると， 
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𝑢𝑖(𝑌𝑖，𝑡) = (
𝑅

𝜎𝑀
) (

8

9𝜋
)

1
2
𝑈𝑖.                                                     (3.74) 

 

ここで，𝑢𝑖(𝑌𝑖，𝑡) = 𝑈𝑖 として，上式は以下のように与えられる． 

 

𝑅

𝜎𝑀
= (

9𝜋

8
)

1
2
                                                                   (3.75) 

 

によって， 

 

𝜎𝑀 = 𝑅 √1.125𝜋⁄                                                                (3.76) 

 

となる．この式から気泡における FM 項の力の長さスケール 𝜎𝑀 = 𝑅 √1.125𝜋⁄  であるが，実

験結果と比較し，より近似的である 𝜎𝑀 = 𝑅 √1.88𝜋⁄  と選択する（実験結果との比較は詳し

く第 5 章で説明する）． 

 気泡に適用できるような 𝜎𝐷  は，以下のように導出する．まず，FM 項と FD 項の力を作用

する非圧縮流れの Stokes 方程式（Navier-Stokes 方程式の慣性項を考慮しない）は定常流れ

に考えると，次式のように与える． 

 

 0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜈𝜌𝑓

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
2 + {𝐹𝑖Δ𝑀(𝑥𝑖 , 𝜎𝑀) + 𝐺𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
∆𝐷(𝑥𝑖 , 𝜎𝐷)}.                 (3.77) 

 

上式をフーリエ変換すると， 

 

𝑢𝑖̂ = (𝜈𝜌𝑓𝑘
2)
−1
[𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘2
] 𝑖𝑘𝑚∆𝐷̂(𝑘)𝐺𝑗𝑚.                                     (3.78) 

 

流れ場は次のようになる． 

 

𝑢𝑖 = 𝑍𝑖𝑗𝑘(𝑥𝑖)𝐺𝑗𝑘,                                                                       (3.79) 

 

ここで，𝑟 = |𝑥𝑖| として，𝑍𝑖𝑗𝑘(𝑟) は， 

 

𝑍𝑖𝑗𝑘(𝑟) =
𝑑𝐶

𝑑𝑟
𝛿𝑖𝑗𝑥𝑘/𝑟 + 𝐷(𝑟)(𝛿𝑖𝑘𝑥𝑗 + 𝛿𝑗𝑘𝑥𝑖) +

𝑑𝐷

𝑑𝑟
𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑘/𝑟,                       (3.80) 
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ここで，𝐶(𝑟) と 𝐷(𝑟) は，式(3.65)と式(3.66)に基づいて，それぞれ次式のように与える 4)． 

 

𝑑𝐶

𝑑𝑟
= −

1

8𝜋𝜈𝜌𝑓𝑟2
[(1 +

3𝜎𝐷
2

𝑟2
)erf (

𝑟

𝜎𝐷√2
) − (

4𝑟

𝜎𝐷
+
6𝜎𝐷
𝑟
) (2𝜋)−1 2⁄ exp(−

𝑟2

2𝜎𝐷
2)],         (3.81) 

 

𝑑𝐷

𝑑𝑟
= −

1

8𝜋𝜈𝜌𝑓𝑟4
[(3 −

15𝜎𝐷
2

𝑟2
)erf (

𝑟

𝜎𝐷√2
) + (

4𝑟

𝜎𝐷
+
30𝜎𝐷
𝑟
) (2𝜋)−1 2⁄ exp(−

𝑟2

2𝜎𝐷
2)].    (3.82) 

 

単一気泡の中心からの局所的な体積平均化された速度勾配は，以下のように与えられる． 

 

𝑈𝑖𝑗 =∭
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

∆𝐷(𝑥𝑖 , 𝜎𝐷)𝑑
3𝑥𝑖.                                                    (3.83) 

 

上式をフーリエ変換すると， 

 

𝑈𝑖𝑗̃ = −𝐺𝑘𝑚(2𝜋)
−3∭[𝛿𝑖𝑘 −

𝑘𝑖𝑘𝑘
𝑘2

]
𝑘𝑚𝑘𝑗

𝜈𝜌𝑓𝑘2
exp(−𝑘2𝜎𝐷

2) 𝑑3𝑘𝑖 .                    (3.84) 

 

ここで，FM 項に 𝑈𝑖𝑗̃ の影響を及ぼさず，𝐺𝑘𝑚に対して，上記の関係に等方性が存在するとし

て，定数 𝛼，𝛽，𝛾 を用いる 𝑈𝑖𝑗̃ は，以下のように与えられる． 

 

𝑈𝑖𝑗̃  = (𝛼𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑚 + 𝛽𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑚 + 𝛾𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑘)𝐺𝑘𝑚.                                    (3.85) 

 

式(3.84)における 𝑖，𝑘 と 𝑗，𝑚 の対称性によって， 

 

𝛼 = 𝛾,                                                                             (3.86) 

 

3𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0                                                                    (3.87) 

 

の関係を持つ．その結果，局所的な体積平均化された速度勾配は，以下のように与えられる． 

 

𝑈𝑖𝑗̃  = −3𝛼 (𝐺𝑖𝑗 −
1

3
𝛿𝑖𝑗𝐺𝑘𝑘) − 𝛼(𝐺𝑖𝑗 − 𝐺𝑗𝑖).                                    (3.88) 

 

式(3.84)と合計すれば， 
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3𝛼 + 9𝛽 + 3𝛾 = −(4𝜈𝜌𝑓𝜋
3 2⁄ 𝜎𝐷

3)
−1
                                           (3.89) 

 

が得られる．したがって， 

 

𝛼 = (120𝜈𝜌𝑓𝜋
3 2⁄ 𝜎𝐷

3)
−1
                                                        (3.90) 

 

が得られる．トルク 𝑇𝑖𝑗 を受けた単一気泡は，角速度 𝛺𝑖𝑗  で回転すると仮定すれば，次の関

係を持つことができる 22)． 

 

𝑇𝑖𝑗 = 16𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅
3𝛺𝑖𝑗 .                                                             (3.91) 

 

また，式(3.18)によって，局所的な体積平均化された速度勾配を用いて，角速度は以下のよ

うに与えられる． 

 

𝛺𝑖𝑗 =
1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘 𝑈𝑗𝑘̃.                                                                 (3.92) 

 

式(3.91)と組み合わせると，FD 項の対称成分を用いて，以下のように与えられる． 

 

𝛺𝑖𝑗 =
5

2
𝛼𝜀𝑖𝑗𝑘 𝐺𝑗𝑘 .                                                                (3.93) 

 

式(3.90)を用いて変形すると， 

 

𝛺𝑖𝑗 = (48𝜈𝜌𝑓𝜋
3/2𝜎𝐷

3)−1𝑇𝑖𝑗                                                      (3.94) 

 

となり，式(3.91)に代入すると， 

 

16𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅
3 = 48𝜈𝜌𝑓𝜋

3/2𝜎𝐷
3                                                      (3.95) 

 

が得られる．この式を解くと， 

 

𝜎𝐷 = 𝑅/(3√𝜋)
1 3⁄
                                                                (3.96) 

 

となる．さらに，Mei et al.19)の式を用いて，気泡の速度を求める式(3.7)に対して，以下のよ
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うに補正する． 

 

𝑈𝑖
(𝑛)

=∭

{
  
 

  
 

𝑢𝑖(𝑥𝑖，𝑡)∆𝑀 (𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
(𝑛), 𝜎𝑀) ∙

1

1+ [
8

𝑅𝑒∞,𝑏
(𝑛) + 0.5(1 +

3.315

𝑅𝑒∞,𝑏
(𝑛) 0.5

)]

−1

}
  
 

  
 

𝑑3𝑥𝑖 .   (3.97) 

 

ここで， 𝑅𝑒∞,𝑏 は無限流体中の気泡レイノルズ数で，式(3.55)を用いる． 

 したがって，FM 項と FD 項の力の長さスケールについて，粒子の場合は， 

 

𝜎𝑀 =
𝑅(𝑛)

√𝜋
,                                  𝜎𝐷 =

𝑅(𝑛)

(6√𝜋)
1 3⁄
  

 

を，気泡の場合は， 

 

𝜎𝑀 =
𝑅(𝑛)

√1.88𝜋
,                               𝜎𝐷 =

𝑅(𝑛)

(3√𝜋)
1 3⁄
   

 

を用いる方法は，本論文で Renormalized Force-coupling Method（以下 RFCM と略す）と呼ぶ

21, 23)． 
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第 4 章 計算における条件 

 

4.1 Navier-Stokes 方程式の解法 

 Navier‐Stokes方程式は，移流項に Adams-Bashforth 法 1)，粘性項に Crank-Nicolson 法 1)を

採用して時間積分を行う．まず，前章の式(3.1)の非圧縮性流れの Navier-Stokes 方程式は，次

式のように変形する． 

 

 𝑢𝑖
𝑡+1 = 𝑢𝑖

𝑡 + ∆𝑡 [−
1

𝜌𝑓

𝜕𝑝𝑡+1

𝜕𝑥𝑖
+
3𝐴𝑡 − 𝐴𝑡−1

2
+
𝐵𝑡+1 +𝐵𝑡

2
+ 𝑔𝑖 + 𝑓𝑃,𝑖].                   (4.1) 

 

ここで，添え字 𝑡 は現在の時間ステップを表し，𝑡 − 1 および 𝑡 + 1 はそれぞれひとつ前，ひ

とつ後の時間ステップを表す．∆𝑡 は計算中における時間刻みを表し，時間に対し，2 次精度

を用いる．𝐴𝑡 と 𝐵𝑡  はそれぞれ以下のように与える． 

 

𝐴𝑡 = −𝑢𝑗
𝑡
𝜕𝑢𝑖

𝑡

𝜕𝑥𝑗
,                                                                     (4.2) 

 

𝐵𝑡 = 𝜈
𝜕2𝑢𝑖

𝑡

𝜕𝑥𝑗
2 .                                                                       (4.3) 

 

 Navier-Stokes 方程式の解法は，SMAC 法（Simplified Marker And Cell Method）2)を用いて

解く．この解法には，境界条件の導入が容易になるという利点がある．したがって，式(4.1)

を次式のように 2 段階に分けて表す． 

 

 𝑢𝑖
𝑃 −

∆𝑡

2
∙ 𝜈
𝜕2𝑢𝑖

𝑃

𝜕𝑥𝑗
2 = 𝑢𝑖

𝑡 + ∆𝑡 [−
1

𝜌𝑓

𝜕𝑝𝑡+1

𝜕𝑥𝑖
+
3𝐴𝑡 − 𝐴𝑡−1

2
+
𝐵𝑡+1 + 𝐵𝑡

2
+ 𝑔𝑖 + 𝑓𝑃,𝑖],    (4.4) 

 

𝑢𝑖
𝑡+1 = 𝑢𝑖

𝑃 − ∆𝑡
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
.                                                             (4.5) 

 

ここで，𝑢𝑖
𝑃 は次の時間ステップでの速度の予測値を意味し， 𝜙 は 𝑝𝑡 と 𝑝𝑡+1 との間に次の

関係を持つ，時間ステップごとの圧力の変化を表す未知数である． 
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𝑝𝑡+1 = 𝑝𝑡 + 𝜙 −
∆𝑡

2
∙ 𝜈
𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝑗
2 .                                                        (4.6) 

 

また，𝑢𝑖
𝑡+1 は連続の式 𝜕𝑢𝑖 𝜕𝑥𝑖⁄ = 0 を満足する必要があるため，式(4.5)を連続の式 𝜕𝑢𝑖 𝜕𝑥𝑖⁄ =

0 に代入すると，次式が得られる． 

 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝑗
2 =

1

Δ𝑡

𝜕𝑢𝑖
𝑃

𝜕𝑥𝑖
.                                                                     (4.7) 

 

これより，最初に式(4.4)で予測速度 𝑢𝑖
𝑃 を求め，そうして得られた 𝑢𝑖

𝑃 を用い，式(4.7)から

 𝜙 を求める．その後，式(4.5)と式(4.6)に 𝜙 を代入し，次の時間ステップでの速度 𝑢𝑖
𝑡+1，圧力

 𝑝𝑡+1 を求める．以上は Kim-Moin3)による部分段階法を SMAC 法にアレンジしたものとなっ

ている． 

ただし， 𝑥 方向が周期境界条件なので，ガウス関数∆ は，そのままであると無限の範囲の

値を持つこととなる．そこで，ある 𝑥𝑦 平面， 𝑦𝑧 平面，𝑧𝑥 平面それぞれにおいて，その最

大値が ∆(𝑥𝑖) ∆(0)⁄ > 𝜀∆を満たす，気泡・粒子を中心とした立方体内のみを計算する．ここ

で，𝜀∆ は微小量を意味する数であり，本論文では 10-14と置く．このとき立方体 1 辺の長さ

は，気泡・粒子の直径に比べて約 3 倍となる．FM 項と FD 項の両方の計算とともに同じ範

囲で∆ の計算を行う． 

 

 

4.2 計算格子 

 

図 4.1 スタッガード格子． 
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本論文では，図 4.1 に示すようなスタッガード格子を用いる．ここで，𝑢，𝑣，𝑤 は，𝑢1，

𝑢2，𝑢3 と同じくそれぞれ 𝑥，𝑦，𝑧 方向の速度を表し， 𝑖，𝑗，𝑘 はそれぞれ𝑥，𝑦，𝑧 方向の成

分を表す．スタッガード格子において，それぞれの変数の定義点をずらして設定することに

より，誤差の成長を抑えることができるとし，圧力を格子中心，速度を格子境界面に定義す

る． 

境界条件は，𝑥 方向には周期境界条件，𝑦 = ±0.5 ，𝑧 = ±0.5 の壁面ですべりなし条件を満

たす．また，壁面において，SMAC 法での予測速度に 𝑢𝑖
𝑃|𝑦=±0.5 = 𝑢𝑖

𝑃|𝑧=±0.5 = 0 を用いて，

さらに 
𝜕𝜙

𝜕𝑦
|𝑦=±0.5 =

𝜕𝜙

𝜕𝑧
|𝑧=±0.5  = 0 の条件を満たすことで，微分方程式を簡便なものにする．

この条件を満たすことで予測速度 𝑢𝑖
𝑃 を求める際にディリクレ条件を用いて微分方程式を

解くことができる．その後， 得られた 𝜙 と式(4.5)を用いて次ステップの速度を求める時も，

壁面上および壁面外側の予測速度は 0 のまま維持されることになる． 

また，圧力に関しては，次の境界条件 𝑝|𝑥=0 = 𝑝|𝑥=𝐿 + 𝜌𝑓𝑔𝑖𝐿 ，  
𝜕𝑝

𝜕𝑦
|𝑦=±0.5 =

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|𝑧=±0.5  = 0 

が満たされる．すると，圧力についてのディリクレ条件がどこにも満たされず，このままで

は圧力が発散する可能性がある．そこで，圧力の平均値をある一定値に保たせるように，各

時間ステップに圧力の平均をとり，基準値からのずれを全体から引く作業を加える．ちなみ

に，本論文での解析における平均値を 0 にして計算を行っている．ただし，気泡・粒子から

流体への作用が壁面の外側にも及ぶ時は，一部の計算領域が壁面の外側へ出ることが発生

する．境界条件によって外側の速度を 0 として計算を行うため，計算領域が境界に重なり合

っている可能性がある．したがって，気泡・粒子の速度，角速度，ひずみ速度を求める時に，

局所的な体積平均化されるため，物理的な流れ場の外に出ることも発生する．その場合，

FCM に基づいて壁面境界の付近流れの以前のシミュレーションでは，FCM の計算範囲は

Navier-Stokes 方程式における壁面境界で切り捨てられ，物理的な流れの領域に限定されて

いる 4-8)．気泡・粒子は壁面と接触すれば，FM 項による力は，3.8%が消える．FD 項の対称

成分による力は，1.4%が消える 9)．この切り捨て処理の影響が含まれており，粒子・壁面の

推定値より低い体積分率で処理してしまうため，自己矛盾となる．直接に課される外部せん

断流に関連した結果を評価するための軽微な問題が生じる． 

実例として，𝑥2 = 0 の剛体壁面で囲まれた流れを考える領域は 𝛀 である．壁面により，

 𝛀 は，半無限領域 𝛀 = (−∞，∞) × (0，∞) × (−∞，∞) とする．壁面で囲まれた領域は ∂𝛀 

である．単一気泡・粒子における線形せん断流れは 𝑢∞ = (𝛾̇𝑥2，0， 0)
𝑇
 で表す（𝛾̇ :せん断

速度）．通常に，FCM の結果を与える式は次式になる． 

 

𝑈𝑖
∞ = 𝑢∞(𝑌𝑖) = ∫ 𝑢∞(𝑥𝑖)∆𝑀(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖)𝑑

3𝑥𝑖
𝑰𝑛(𝑌𝑖)

.                                   (4.8) 
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ここで，数値積分の領域は 𝑰𝑛(𝑌𝑖) = { |𝑥𝑖 − 𝑌𝑖| < 𝑛𝑎} と表される． 𝑛 は正の実数で，半径の大

きさが 𝑛𝑎 の球形気泡・粒子を表す．完全な正確さを得るために，𝑛 は 𝑛 ≥ 2.5 となるように

選択する．気泡・粒子が壁面に接近する場合は 𝑰𝑛(𝑌𝑖) ∉  𝛀 となる．その後，FCM の計算領

域が壁面境界で切り捨てられれば，すなわち，𝑰𝑛(𝑌𝑖) ∩ 𝛀 だけの積分が行われる．結果とし

ては， 𝑈𝑖
∞ ≠ 𝑢∞(𝑌𝑖) となることであった． 

この問題の改善策として，気泡・粒子が壁面に接近する際の FCM 計算領域を修正するた

めに，イメージ計算領域を導入する．FM 項に対して，次式のように表される． 

 

𝛥𝑀
𝑤𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖 , 𝜎𝑀) = 𝛥𝑀(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖 , 𝜎𝑀) − 𝛥𝑀(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖

𝐼𝑚𝑔
, 𝜎𝑀).                         (4.9) 

 

ここで，𝑌𝑖
𝐼𝑚𝑔

= (𝑌1，− 𝑌2，𝑌3)
𝑇
 である．同様に，FD 項に対しても，次式のように表され

る． 

 

𝛥𝐷
𝑤𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖 , 𝜎𝐷) = 𝛥𝐷(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖 , 𝜎𝐷) + 𝛥𝐷(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖

𝐼𝑚𝑔
, 𝜎𝐷).                       (4.10) 

 

修正された壁面近傍における気泡・粒子の速度の計算およびひずみ速度は，以下のように示

す． 

 

𝑈𝑖
∞ = 𝑢∞(𝑌𝑖) = ∫ 𝑢∞(𝑥𝑖)𝛥𝑀

𝑤𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖 , 𝜎𝑀)𝑑
3𝑥𝑖

𝑰𝑛(𝑌𝑖)∩𝛀

,                          (4.11) 

 

𝛺𝑖𝑗
∞ =

1

2
∫𝜀𝑖𝑗𝑘 

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑗

𝛥𝐷
𝑤𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖

𝐼𝑚𝑔
, 𝜎𝐷)𝑑

3𝑥𝑖 ,                                   (4.12) 

 

𝐸𝑖𝑗
∞ = 𝑒𝑖𝑗

∞(𝑌𝑖) = ∫ 𝑒𝑖𝑗
∞(𝑥𝑖)𝛥𝐷

𝑤𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑖 − 𝑌𝑖
𝐼𝑚𝑔

, 𝜎𝐷)𝑑
3𝑥𝑖

𝑰𝑛(𝑌𝑖)∩𝛀

.                       (4.13) 

 

この修正でも自己矛盾であるが，壁面近傍における計算領域を処理するための理由は異な

っており，基準になる数値解は既にすべりなし条件が満たされていることを保証する 9)． 

 

 

4.3 計算格子による空間に関する離散化 

数値計算では，連続量である各種物理量をそれぞれある幅ごとに区切られた離散的なも

のとして記憶・計算が行われる．3 次元空間についての離散化を考え，格子数をそれぞれ

 𝑛𝑥， 𝑛𝑦， 𝑛𝑧 とする．𝑖，𝑗，𝑘 はそれぞれ 𝑥，𝑦，𝑧 方向の成分を表し，それぞれ次のように

表す．  
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𝑥𝑖 =
𝑖 −

1
2

𝑛𝑥
𝐿,                                𝑖 =

1

2
，
3

2
，⋯，𝑛𝑥 +

1

2
          (4.14) 

 

𝑦𝑗 =
1

2

tanh [𝛼 (
2 (𝑗 −

1
2)

𝑛𝑦
− 1)]

tanh 𝛼
,                 𝑗 =

1

2
，
3

2
，⋯，𝑛𝑦 +

1

2
          (4.15) 

 

𝑧𝑘 =
1

2

tanh [𝛽 (
2 (𝑘 −

1
2)

𝑛𝑧
− 1)]

tanh 𝛽
,                𝑘 =

1

2
，
3

2
，⋯，𝑛𝑧 +

1

2
           (4.16) 

 

ここで，不等間隔格子を導入することによって，𝛼， 𝛽 はそれぞれ不等間隔の度合いを決め

るパラメータである．図 4.2 にパラメータ𝛼， 𝛽 が変化したときの格子点の様子を示す． 

 

 

                𝛼 =  𝛽 = 0.5                                        𝛼 =  𝛽 = 1.0                                        𝛼 =  𝛽 = 1.5 

 

図 4.2 パラメータ𝛼， 𝛽 の様子（𝑦 = 𝑧 = 1） 

 

すべての物理量が同じ点で定義されていると，チェッカーボード状に解が振動する現象が

起こることがある．それを回避する手段として，離散化の格子をスタッガード格子にする．

図 4.2 のようにこの格子は 𝑥 方向速度 𝑢 を 𝑥 方向に，𝑦 方向速度 𝑣 を 𝑦 方向に，それぞれ 1/2

だけずらして配置をしたものである．同様に，𝑧 方向速度 𝑤 もまた 𝑧 方向にずらして離散化

される．実際の計算では，ずらされていない格子を次のように定義する． 

 

𝑥𝑖 =

𝑥
𝑖−
1
2
+ 𝑥

𝑖+
1
2

2
=
𝑖

𝑛𝑥
𝐿,                𝑖 = 1，2，⋯，𝑛𝑥                     (4.17) 

Y 

Z 
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𝑦𝑗 =
1

2

tanh [𝛼 (
2 (𝑗 −

1
2)

𝑛𝑦
− 1)]

tanh 𝛼
,          𝑗 = 1，2，⋯，𝑛𝑦                  (4.18) 

 

𝑧𝑘 =
1

2

tanh [𝛽 (
2 (𝑘 −

1
2)

𝑛𝑧
− 1)]

tanh 𝛽
.          𝑘 = 1，2，⋯，𝑛𝑧                (4.19) 

 

そうすると，各々の格子幅について以下が成立する． 

 

∆𝑥 = ∆𝑥𝑃 =
𝐿

𝑛𝑥
,                                                                                      (4.20) 

 

∆𝑦
𝑗+
1
2
= 𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗 ,               𝑗 =

1

2
，
3

2
，⋯，𝑛𝑦 −

1

2
                         (4.21) 

 

∆𝑧
𝑘+
1
2
= 𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘,              𝑘 =

1

2
，
3

2
，⋯，𝑛𝑧 −

1

2
                         (4.22) 

 

∆𝑦
𝑝𝑗+

1
2
= 𝑦𝑝𝑗+1 − 𝑦𝑝𝑗 ,             𝑗 = 1，2，⋯，𝑛𝑦 − 1                         (4.23) 

 

∆𝑧
𝑝𝑘+

1
2
= 𝑧𝑝𝑘+1 − 𝑦𝑝𝑘 ,             𝑘 = 1，2，⋯，𝑛𝑧 − 1                        (4.24) 

 

なお，周期境界面において， 𝑥 = 𝑥1 2⁄  ， 𝑥𝑛𝑥+1 2⁄  ，壁面において，それぞれ 𝑦 = 𝑦1 2⁄  ，

 𝑦𝑛𝑦+1 2⁄  ， 𝑧 = 𝑧1 2⁄  ， 𝑧𝑛𝑧+1 2⁄  となるようにする．また，気泡・粒子計算において，最小粒子

直径が最大格子幅の 5 倍以上になるようにする． 

 ある点 𝑖 +1/2，𝑗，𝑘 での速度 𝑢 の 𝑥 方向の補間，微分をそれぞれ 𝑢𝑖+1 2,   𝑗,   𝑘⁄  ， 𝛿𝑢𝑖+1 2,   𝑗,   𝑘⁄

と表すとする．以下に，スタッガード格子での 𝑥 方向に並ぶ 4 点を用いる微分の式を示す． 

 

𝛿𝑢
𝑖+
1
2
,   𝑗,   𝑘

=
𝑢𝑖−1,   𝑗,   𝑘 − 27𝑢𝑖,   𝑗,   𝑘 + 27𝑢𝑖+1,   𝑗,   𝑘 − 𝑢𝑖−2,   𝑗,   𝑘

24∆𝑥
+ O(∆𝑥4).          (4.25) 
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2 階微分は式(4.25)を 1 階微分 𝛿𝑢𝑖+1 2,   𝑗,   𝑘⁄  に対して適用するように求める． 𝑦，𝑧 方向での

微分は式(4.15)と式(4.16)および式(4.18)と式(4.19)より求められた式(4.26)と式(4.27)を用い

て変数変換をし，式(4.25)と同様な中心差分が適用できるようにしてから求めると，以下の

ように与える 

 

𝜕𝑗

𝜕𝑦
=
𝑛𝑦tanh𝛼

𝛼
cosh2 [𝛼 (

2 (𝑗 −
1
2)

𝑛𝑦
− 1)],                                            (4.26) 

 

𝜕𝑘

𝜕𝑧
=
𝑛𝑧tanh𝛽

4𝛽
cosh2 [𝛽 (

2 (𝑘 −
1
2)

𝑛𝑧
− 1)].                                            (4.27) 

 

壁面近傍においては格子点を左右に 2 点ずつとることができないため，例えば 𝑦 方向を微

分するときは次のようにする． 

 

𝜕j𝑢𝑖+1
2
,
1
2
,𝑘
=
35

8
𝑢
𝑖+
1
2
,1,𝑘

−
35

24
𝑢
𝑖+
1
2
,2,𝑘

+
21

40
𝑢
𝑖+
1
2
,3,𝑘

−
5

56
𝑢
𝑖+
1
2
,4,𝑘
                          (4.28) 

 

𝜕j𝑢𝑖+1
2
,
3
2
,𝑘
= −

5

4
𝑢
𝑖+
1
2
,1,𝑘

−
7

6
𝑢
𝑖+
1
2
,2,𝑘

−
1

20
𝑢
𝑖+
1
2
,3,𝑘
                                    (4.29) 

 

𝜕j𝑣𝑖,1,𝑘 = −
23

24
𝑣
𝑖,
1
2
,𝑘
+
7

8
𝑣
𝑖,
3
2
,𝑘
+
1

8
𝑣
𝑖,
5
2
,𝑘
−
1

24
𝑣
𝑖,
7
2
,𝑘
                                   (4.30) 

 

𝜕j𝜙𝑖,3
2
,𝑘
= −

577

528
𝜙𝑖,1,𝑘 +

201

176
𝜙𝑖,2,𝑘 −

9

176
𝜙𝑖,3,𝑘 −

1

528
𝜙𝑖,4,𝑘                         (4.31) 

 

ただし，式(4.28)，(4.29)では壁面境界条件上で速度が 0 であることを式(4.21)では壁面鉛直

方向の微分が 0 であることを利用している． 

 不等間隔格子における移流項の不等間隔格子における移流項の差分式化は，そのままで

は運動エネルギーの保存ができないため，空間においての完全保存系差分スキームを用い

る．まず，不等間隔格子 𝑥𝑖(𝑥，𝑦，𝑧) は等間隔格子 𝜉𝑖(𝜉，𝜂，𝜁) へと写像し，一般座標系で

の移流項の差分式に直す．ただし，
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜉𝑘
= 0(𝑗 ≠ 𝑘) を利用している． 
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𝜕𝑢𝑖𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑗
=
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝜕𝜉𝑗 (

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜉𝑗
𝑢𝑖
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜉𝑖

𝑢𝑖
𝜉𝑗).                                            (4.32) 

 

ここで，格子点の間隔を変えた 2 点中心差分の記号を次のように定義する． 

 

 𝑓
𝑖

𝑚𝜉
=
𝑓
𝑖−
𝑚
2
+ 𝑓

𝑖+
𝑚
2

2
,                                                                (4.33) 

 

𝜕𝑚𝜉𝑓𝑖 =
𝑓
𝑖+
𝑚
2
− 𝑓

𝑖−
𝑚
2

𝑚𝜕𝜉
.                                                                (4.34) 

 

4 次精度を採用すると以下のように変形される． 

 

  
𝜕𝑢𝑖𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑗
=
9

8

𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝜕1𝜉𝑗 (

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜉𝑗
𝑢𝑖
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜉𝑖

𝑢𝑖
1𝜉𝑗) −

1

8

𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝜕3𝜉𝑗 (

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜉𝑗
𝑢𝑖
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜉𝑖

𝑢𝑖
3𝜉𝑗).            (4.35) 

 

しかし，壁面近傍ではこの方法が使えないのでその場合 2 次精度にして用いる． 

 本研究で解く必要がある差分方程式は，式(4.4)の各方向の予測速度 𝑢𝑃， 𝑣𝑃， 𝑤𝑃 の三つ，

圧力の時間変化 𝜙 を求める式(4.7)，及び FD 項での反復計算を要する式(3.50)の五つである． 

 微分式を差分式に置き換えると，例えば式(4.7)の 𝑥 方向成分は次のようになる． 

 

𝑨𝒙 = 𝒃.                                                                  (4.36) 

𝒙 = (𝜙1,1,1   ⋯  𝜙𝑛𝑥,1,1     𝜙1,2,1   ⋯  𝜙𝑛𝑥,𝑛𝑦,1     𝜙1,1,2   ⋯  𝜙𝑛𝑥,𝑛𝑦,𝑛𝑧)
𝑇
 

 

𝒙 は要素数 (𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧) 個の未知数ベクトルであり，𝒃 も要素数 (𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧) 個のベクトルで式

(4.4)の右辺 𝒙 方向成分に対応する．そして 𝑨 は (𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧) × (𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧) の係数行列である． 

 本研究ではこれに計算速度改善のため，周期境界条件のある 𝑥 方向にのみ，𝑥→(𝐿/2𝜋)𝑥́ 

の変数変換をした後，4 点差分に対応したフーリエ変換をすることで次のようにする．ただ

し，実際には FFTW という FFT ライブラリを用いて実離散フーリエ変換を行う 10-12)． 

 

(−
2[730 − 783cos(𝑘∆𝑥́) + 54 cos(2𝑘∆𝑥́) − cos(2∆𝑥́)]

(24∆𝑥)2
4𝜋2

𝐿2
+
𝜕

𝜕𝑦
+
𝜕

𝜕𝑧
) 𝜙̃(𝑘,𝑦,𝑧) = 𝑏̃(𝑘,𝑦,𝑧),(4.37) 
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∆𝑥́ =
2𝜋

𝑁
                                        𝑥 方向の波数: 𝑘 

 

この操作を実施してから，差分式にすると， (𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧) × (𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧) であった係数行列が， 𝑛𝑥 

個の (𝑛𝑦𝑛𝑧) × (𝑛𝑦𝑛𝑧) の係数行列となる． 

 実際に式(4.37)を解くには， ここにも Bi-CGSTAB 法を用いる．これは，係数行列が非対

称となる場合でも，安定した解法となっている． 

 また，収束性向上のため，次式に示すような右側前処理と呼ばれる処理を実施する． 

 

(𝑨𝑲−1)(𝑲𝒙) = 𝒃.                                                             (4.38) 

 

前処理行列：𝑲 ≈ 𝑨 

 

前処理行列は係数行列に近くなるほど収束までの反復回数が小さくなり，同時に 1 度の反

復にかかる時間，前処理行列のための記憶容量が大きくなる．本研究では前処理行列として，

予測速度 𝑢𝑃， 𝑣𝑃， 𝑤𝑃を解くときは係数行列の対角成分の逆数を用いる対角スケーリング

とよばれる手法を圧力の時間変化 𝜙 を解くときは係数行列にクラウト法による ILU(0)分解

を実施したものを採用する． 

 ただし，式(4.37)は 𝑘 = 0 の時に次式となる． 

 

(
𝜕

𝜕𝑦
+
𝜕

𝜕𝑧
) 𝜙̃(0,𝑦,𝑧) = 𝑏̃(0,𝑦,𝑧),                                                    (4.39) 

 

このとき 𝜙(𝑥，𝑦，𝑧) の 𝑥 方向平均 𝜙̃(0，𝑦，𝑧) には境界上で Neumann 条件しか課されていない

ため，答えを一意に求めることができない．そこで，点  𝑗 = 𝑘 =  1 でのみあらかじめ

𝜙̃(0，𝑦，𝑧) = 0 と置くことで値を一意に求められるようにしている．これにより，その点で式

(4.39)が満足されなくなるが端の一点のみであるので影響は小さいものとして無視している． 

本論文で用いた MFCM または RFCM では，FM 項および FD 項の力に近似する表現によ

って生成され，対応している流れ構造は図 4.3 に示されている．渦度輪郭は，通常の一般的

な構造を持っており，密接に離れている気泡・粒子表面に厳密な流れと一致している．表面

付近の流体渦の強さは減衰されている．また，流線は明らかに，実際の気泡・粒子よりも半

径の若干大きな気泡・粒子表面の存在を示している．ヒル球状の渦に似て，この球面領域内

に内部循環がある． 図 4.3 に示している流線は，小さな間隔で気泡・粒子内側の部分を除

き，厳密な流れのものと一様であり，球状の境界に近いこととしている． 
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図 4.3 気泡・粒子にあたる流れ構造 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



64 

 

第 4 章参考文献 

1) Ferziger, J., H. and Peric, M., “Computational Methods for Fluid Dynamics”, Springer (2002). 

2) Cheng, L. and Armfield, S., “A simplified marker and cell method for unsteady flows on non‐

staggered grids”, International Journal for Numerical Methods in Fluids, Vol. 21 (1995), pp. 15-

34. 

3) Kim, J. and Moin, P., “Application of a Fractional-Step Method to Incompressible Navier-Stokes 

Equations”, Journal of computational Physics, Vol. 59 (1985), pp. 308-323. 

4) Yeo, K., Dong, S., Climent, E. and Maxey, M. R., “Modulation of homogeneous turbulence 

seeded with finite size bubbles or particles”, International Journal of Multiphase Flow, vol. 36 

(2010), pp. 221-233. 

5) Yeo, K. and Maxey, M. R., “Ordering transition of non-Brownian suspensions in confined steady 

shear flow”, Physical Review E, Vol. 81 (2010), pp. 051502-1- 051502-8. 

6) Yeo, K. and Maxey, M. R., “Simulation of concentrated suspensions using the force-coupling 

method”, Journal of Computational Physics, Vol. 229 (2010), pp. 2401–2421. 

7) Yeo, K. and Maxey, M. R., “Numerical simulations of concentrated suspensions of monodisperse 

particles in a Poiseuille flow”, Journal of Fluid Mechanics, Vol. 682 (2011), pp. 491-518. 

8) Yeo, K. and Maxey, M. R., “Dynamics and rheology of concentrated, finite-Reynolds-number 

suspensions in a homogeneous shear flow”, Physics of fluids, Vol. 25 (2013), pp. 053303-1- 

053303-24.  

9) Yeo, K. and Maxey, M. R., “Dynamics of concentrated suspensions of non-colloidal particles in 

Couette flow”, Journal of Fluid Mechanics, Vol. 649 (2010), pp. 205-231. 

10) Frigo, M. and Johnson, S.G., “FFTW Home Page”, FFTW, http://www.fftw.org/. 

11) 涌井良幸，涌井貞美，“道具としてのフーリエ解析”，日本実業出版社(2014)． 

12) 田口俊弘，“Fortan ハンドブック”，技術評論社(2015)． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.fftw.org/
http://www.fftw.org/


65 

 

第 5 章 MFCM と RFCM の計算結果の正確さに関する検討 

 

5.1 無限流体中における単一球形気泡・粒子 

無限流体中における気泡・粒子の運動については，静止流体であれば，気泡・粒子が鉛直

に上昇することとなる（本論文では流体密度より大きい密度の粒子を考慮しない）．その場

合は，第 2 章で記述した気泡・粒子に働く各種の力が全て釣り合っている状態となれば，気

泡・粒子が定常状態で一定の速度で上昇することとなる．その速度は，気泡・粒子の上昇終

端速度と呼ぶ． 

静止無限流体中における気泡上昇終端速度に関する重要な実験については，竹村と矢部 1)

は顕微鏡付きのカメラを移動させながら，静止流体中を上昇する気泡の上昇速度と気泡径

を同時に測定できる装置を用い，シリコンオイル中を上昇する球形ガス気泡鉛直方向上昇

速度を計測した． 

本節は，MFCM と RFCM を用いて単一球形気泡・粒子の上昇終端速度における数値計算

を行って，球形気泡の場合は竹村と矢部 1)の実験結果との比較，球形粒子の場合は Clift et 

al.2)の式によって得られた終端速度の理論解との比較を行うことによって，新しい計算方法

の静止無限流体中における気泡・粒子の上昇終端速度に対する妥当性を検討する． 

 本節での計算領域および気泡配置は，図 5.1 に示されるような立方体とし，実験における

テストセクションと同様に各辺の長さを 0.04 m と取った．数値計算における格子数は，𝑥 

方向には選点法によるフーリエ級数展開を用いるため，選点数を 𝑛𝑥 = 128 とした．𝑦 方向と

𝑧 方向は等間隔スタガード格子を利用した差分法を用い， 𝑦 方向と𝑧 方向どちらも 𝑛𝑦 = 128，

 𝑛𝑧 = 128 とした．また，本論文における気泡半径にあたる格子数は最大の場合で 3 程度で

ある． 

 一方，竹村と矢部 1)が実験で用いたテストセクションは高さ（ 𝑥 方向）0.5 m，横（ 𝑦 方

向）0.04 m，縦（ 𝑧 方向）0.04 m である．本研究での 3 次元数値計算では，𝑥 方向に周期境

界条件を用い，領域長さの不足を補った．これは，計算負荷を軽減するためである．面 𝑦 =

−0.02 m，0.02 m および面 𝑧 = −0.02 m，0.02 m では滑りなし条件を仮定した．本節の数値

計算では，重力加速度を 9.81 m/s2とし，動粘性係数，気泡半径を実験条件と等しく取った．

計算領域内の流れを全体的に静止状態に保つため，重力と逆方向の圧力勾配を加えた．計算

領域内を移動する気泡は浮力の作用によって初期速度がゼロから加速されて上昇する．ま

た，初期位置パラメータは，(𝑥，𝑦，𝑧) = (0，0，0)と設定した． 気泡レイノルズ数は，式(3.55)

と同様に，以下のように定義する． 

 

𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

=
2𝑅(1)𝑈∞,𝑏

𝜈
=
2

3

𝑔𝑖(𝑅
(1))3

𝜈2
∙

1

1+[
8

𝑅𝑒∞,𝑏
(1) + 0.5(1 +

3.315

(𝑅𝑒∞,𝑏
(1) )0.5

)]

−1 .           (5.1) 
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ここで，右上の添え字 (1) は，気泡の番号を表す．右下の添え字 ∞, 𝑏 は，それぞれ無限流体

と気泡を意味する．𝑈∞,𝑏 は，式(3.54)から得られた無限流体中の気泡上昇終端速度を表す． 

図 5.2 に 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 0.11 の場合に，気泡が計算領域の底部中心(𝑥，𝑦，𝑧) = (0，0，0)から初期

速度ゼロで出発し，壁面の影響が無視できる場合の鉛直方向の時間的な上昇速度 𝑈1,𝑏
(1)
(𝑡) と

 𝑈∞,𝑏 との比を示す．図 5.2 より，𝑡 = 3 s では 𝑈1,𝑏
(1)
(𝑡) は十分に 𝑈∞,𝑏 に近づくことがわかる． 

  図 5.3 は，MFCM と RFCM を用いて計算された結果と竹村と矢部 1)の実験結果との比

較を示している．図 5.3 より，MFCM の計算結果と RFCM の計算結果において，球形気泡

の鉛直方向の上昇終端速度に対する予測は，大きな差が出なかった．また，両方法とともに，

0.049 ≤ 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) ≤ 22.8 の範囲で，竹村と矢部 1)の実験結果とよく一致していることがわかっ

た． 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 41.8および 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 61.6の場合において，計算結果と実験結果とずれが生じて，

計算結果は実験結果より小さい値が得られた．しかし，𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

≤ 22.8 の範囲であれば，MFCM

と RFCM は鉛直方向の気泡の上昇終端速度に対する計算の妥当性が十分に確認できる．本

節は単純に気泡の速度に関する計算を行ったが，気泡のより複雑な挙動の予測は，次節で述

べる． 

 

 

 

 

図 5.1 計算領域および気泡配置 
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図 5.2 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 0.11 の場合の気泡における 𝑈1,𝑏
(1)
(𝑡) /𝑈∞,𝑏の時間変化． 

 

 

 

 

図 5.3 気泡上昇終端速度における実験値と計算値との比較 
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次に，球形粒子の計算については，Clift et al.2)の式によって得られた終端速度の理論解と

の比較を行う．計算領域と粒子の配置は，図 5.1 と同様に設定する．粒子レイノルズ数は，

式(3.58)と同様に，以下のように定義する． 

 

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

=
2𝑅(1)𝑈∞,𝑝

𝜈
=
4

9

𝑔𝑖(𝑅
(1))3

𝜈2
∙

1

24

𝑅𝑒∞,𝑝
(1) (1 +

3
16
𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
)
,                                       (𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
≤ 0.01) 

=
2𝑅(1)𝑈∞,𝑝

𝜈
=
4

9

𝑔𝑖(𝑅
(1))3

𝜈2
∙

1

1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝
(1) (0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
)
,   (0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
≤ 20) 

=
2𝑅(1)𝑈∞,𝑝

𝜈
=
4

9

𝑔𝑖(𝑅
(1))3

𝜈2
∙

1

1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝
(1) 0.6305

.                             (20 < 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

≤ 260) 

(5.2) 

 

ここで，𝑈∞,𝑝 は，式(3.57)に得られた無限流体中の粒子上昇終端速度を表す． 

図 5.4 に，MFCM と RFCM を用いて， 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 41.8 と 61.4 の場合に対して，粒子が計算

領域の底部中心(𝑥，𝑦，𝑧) = (0，0，0)から初期速度ゼロで出発し，壁面の影響が無視できる

場合の鉛直方向の上昇速度 𝑈1,𝑝
(1)
(𝑡) と 𝑈∞,𝑝 との比を示す．ただし，MFCM と RFCM から得

られた計算結果がほぼ同じであるため，図 5.4 に示されているのは，RFCM のみの計算結果

である．図 5.4 より， 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 41.8 の場合において， 𝑡 = 2.5 s では 𝑈1(𝑡) は十分に 𝑈∞,𝑝 に近

づくことがわかるが，𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 61.4 の場合において，計算結果と理論値とずれが生じて，計

算結果は理論値より小さい値が得られた．しかし，MFCM と RFCM において，粒子に適用

できるレイノルズ数の範囲は気泡に適用できるレイノルズ数の範囲より広いことがわかる．

粒子のより複雑な挙動に関する実験結果との比較は，次節で述べる． 
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図 5.4 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 41.8 と 61.4 の場合の粒子における 𝑈1,𝑝
(1)
(𝑡)/𝑈∞,𝑝の時間変化． 

 

 

 

5.2 壁面近傍を上昇する単一球形気泡・粒子 

 壁面近傍を上昇する単一気泡・粒子について，気泡・粒子レイノルズ数が小さい場合（1

以下）の Stokes 流れ領域における Stokes 流れの運動学的可逆性によって，鉛直に上昇する

が，壁面の影響で気泡・粒子に働く抵抗力が増加することと，気泡・粒子レイノルズ数が大

きくなると（1 以上），壁面の影響で気泡・粒子に壁面から遠ざかる斥力（横力）が働くこ

とを 2.3 節で述べた．また，壁面近傍における気泡・粒子の運動に関する重要な実験につい

て，竹村ら 3,4)と Takemura et al.5)は顕微鏡付きのカメラを移動させながら，静止流体中を上

昇する気泡の上昇速度と気泡径を同時に測定できる装置を用い，シリコンオイル中を上昇

する球形ガス気泡の壁面近傍の鉛直方向上昇速度および気泡を壁面から遠ざかる方向に働

く斥力（横力）を求めた．および，竹村ら 6,7)は水中に界面活性剤を十分添加することによ

って気泡が固体球として振る舞う気泡の壁面近傍の鉛直方向上昇速度および気泡を壁面か

ら遠ざかる方向に働く斥力（横力）を求めた． 

本節は，MFCM と RFCM を用いて，壁面近傍を上昇する単一球形気泡・粒子に対する数

値計算を行って，球形気泡の場合は竹村ら 3,4)の実験結果との比較，球形粒子の場合は竹村

ら 6,7)の実験結果との比較を行うことによって，新しい計算方法の壁面近傍における気泡・

粒子の挙動の予測に対する妥当性を検討する．さらに，気泡・粒子の周辺の渦の計算結果か

ら斥力（横力）の発生原因を検討した． 

 本節での計算領域および気泡配置は，図 5.5 に示されている前節と同様な立方体を考えた

が，実験におけるテストセクションと同様に各辺の長さを 0.06 m と取った．数値計算にお
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ける格子数は，𝑥 方向には 𝑛𝑥 = 128 とした．𝑦 方向と𝑧 方向は等間隔スタガード格子を利用

した差分法を用い， 𝑦 方向と𝑧 方向どちらも 𝑛𝑦 = 128， 𝑛𝑧 = 128 とした．また，本節でも気

泡半径にあたる格子数は最大の場合で 3 程度である． 

 竹村ら 3,4,6,7)が実験で用いたテストセクションは高さ（ 𝑥 方向）0.5 m，横（ 𝑦 方向）0.06 

m，縦（ 𝑧 方向）0.06 m である．本節での 3 次元数値計算では，𝑥 方向に周期境界条件を用

い，領域長さの不足を補った．これは，計算負荷を軽減するためである．面 𝑦 = − 0.03 m，

0.03 m および面 𝑧 = −0.03 m，0.03 m では滑りなし条件を仮定した．図 5.6 に，竹村ら 3,4,6,7)

の実験におけるテストセクション縦横長さと本論文における計算領域の 𝑦，𝑧 方向長さと

の比較，図 5.7 に，気泡・粒子の配置を示す．本研究での数値計算では，重力加速度を 9.81 

m/s2とし，動粘性係数，気泡・粒子半径を実験条件と等しく取った．𝐿 は，気泡中心と最も

近い壁面との距離を表し，気泡の移動とともに変化する．計算領域内の流れを全体的に静止

状態に保つため，重力と逆方向の圧力勾配を加えた．計算領域内を移動する気泡は浮力の作

用によって初期速度がゼロから加速されて上昇する．また，初期位置パラメータは，

(𝑥，𝑦，𝑧) = (0，0，0.03 −𝐿0 )と設定した．ただし，𝐿0 は実験条件に対応し，1.5𝑅(1) から 5𝑅(1) 

まで変化させる． 

 

 

 

 

 

図 5.5 計算領域． 
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実験テストセクション          計算領域 

図 5.6 実験テストセクションと計算領域との比較 

 

 

 

 

 

 

図 5.7 気泡・粒子半径と配置． 
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 まず，低気泡・粒子レイノルズ数領域に対して検討を行う．図 5.8 に，𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 0.11 の気

泡の場合における気泡中心から壁面間距離と気泡半径の比に対する速度比の変化を示す．

ここで，𝑈1,𝑏
(1) は，MFCM と RFCM の計算結果から得られた気泡の上昇終端速度を表す．黒

い実線は式(2.34)によって求めた理論解，▲は MFCM による計算結果，□は RFCM による

計算結果，●は竹村ら 3)の実験結果を表す．図 5.8 より，MFCM と RFCM の計算結果は一

致しており，理論解とのすれが生じるが，誤差範囲内において，𝐿/𝑅(1)  が 1.5 から 3.5 まで

の範囲の実験結果と比べ，実験結果とよく一致することがわかった． 

一方，図 5.9 に，𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 0.11 の粒子の場合における気泡中心から壁面間距離と粒子半径

の比に対する速度比の変化を示す．ここで，𝑈1,𝑝
(1) は，MFCM と RFCM の計算結果から得ら

れた粒子の上昇終端速度を表す．黒い実線は式(2.37)によって求めた理論解，▲は MFCM に

よる計算結果，□は RFCM による計算結果を表す．図 5.9 より，MFCM と RFCM の計算結

果は理論解と大きな差が生じなかったが，壁面に近づくと 𝐿/𝑅(1)  =  1.5 ~ 2 の範囲で MFCM

の計算結果と RFCM の計算結果との微小のずれが生じた． 

気泡・粒子レイノルズ数が大きくなると，壁面の影響で気泡・粒子に斥力（横力）が働く

ことなり，図 5.10 に 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 𝑅𝑒∞
(1)
 が 0.11，0.5，1 および 5 に対して，点( 0，0，

0.03 – 2𝑅(1) )から初期速度ゼロで出発した気泡・粒子の移動経路の計算結果を示す．図 5.10

より，𝑅𝑒∞
(1)
= 0.11 の場合の気泡・粒子は，ほぼ鉛直方向に上昇するが，𝑅𝑒∞

(1)
≥ 0.5 の場合

は，壁面から遠ざかる方向に上昇することがわかった．これは， 𝑅𝑒∞
(1)
 が大きくなればなる

ほど，壁面の影響により壁面から遠ざかる方向に気泡がより大きな斥力（横力）を受けるこ

とを示している． 

 なお，ここには示していないが，十分に時間が経過すると，計算した全ての 𝑅𝑒∞
(1)
 に対し

て，気泡・粒子の移動経路は，最終的に鉛直方向に上昇することがわかった．この理由は，

気泡が壁面から遠ざかると，壁面の影響で生じた斥力（横力）が小さくなるからであると考

えられる． 
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図 5.8 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 0.11 の場合の気泡における 𝐿/𝑅(1)に対する 𝑈1,𝑏
(1)/𝑈∞,𝑏 の変化. 

 

 

 

 

 

図 5.9 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 0.11 の場合の粒子における 𝐿/𝑅(1)に対する 𝑈1,𝑝
(1)/𝑈∞,𝑝 の変化. 
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図 5.10 に 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 𝑅𝑒∞
(1)
= 0.11，0.5，1 および 5 の場合の気泡・粒子移動経路． 
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本節での数値計算において，𝑅𝑒∞
(1)
 が大きくなるにつれ斥力（横力）が次第に大きくなる

ことも明らかとなった．𝑅𝑒∞
(1)
 が比較的大きい場合において，竹村ら 4)は気泡，竹村ら 6,7)は

水中に界面活性剤を十分添加することによって気泡が固体球として振る舞う気泡の移動軌

跡および移動速度より斥力（横力）を求めた．しかし，水平方向の速度データは，竹村ら 4,6,7)

の論文中に与えられていないため，本研究でも MFCM と RFCM による計算結果から気泡の

移動軌跡および移動速度より斥力（横力）を求め，竹村ら 4,6,7)の結果と比較した． 

 竹村ら 4,6,7)は，無限流体中に一つの壁面が存在する場合に，Oseen 近似を仮定して壁面近

傍を移動する粒子が受ける力を解析した Vasseur と Cox 8)の接合漸近展開法により斥力（横

力）を求める式は，気泡の水平方向（ 𝑧 方向）斥力（横力）成分の逆フーリエ変換 𝐼𝐿,𝑏  は式

(2.53)を用いて，水平方向（ 𝑧 方向）抵抗力成分の逆フーリエ変換 𝐼𝐷,𝑏  は式(2.52)を用いる．

粒子の水平方向（ 𝑧 方向）斥力（横力）成分の逆フーリエ変換 𝐼𝐿,𝑝 は式(2.55)を用いて，水平

方向（ 𝑧 方向）抵抗力成分の逆フーリエ変換 𝐼𝐷,𝑝 は式(2.54)を用いる．竹村ら 4)にしたがい，

気泡の場合における近似的な水平方向の力の釣り合いを仮定し，Mei et al.9)の式（式(2.12)）

を用いると，次のような等式が得られる． 

 

2𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅
(1)𝑈1,𝑏

(1)𝑅𝑒∞,𝑏
(1) 𝐼𝐿,𝑏

= 4𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈3,𝑏
(1) {1+[

8

𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

+ 0.5(1 +
3.315

(𝑅𝑒∞,𝑏
(1) )0.5

)]

−1

} + 2𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅𝑈3,𝑏
(1)𝑅𝑒∞,𝑏

(1) 𝐼𝐷,𝑏, 

(5.3) 

 

竹村ら 6,7)にしたがい，粒子の場合における近似的な水平方向の力の釣り合いを仮定し，Clift 

et al.2)の式（式(2.14)）を用いると，次のような等式が得られる． 

 

3𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅
(1)𝑈1,𝑝

(1)𝑅𝑒∞,𝑝
(1) 𝐼𝐿,𝑝 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(1)𝑈3,𝑝
(1) {

24

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

(1 +
3

16
𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
)} + 3𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(1)𝑈3,𝑝
(1)𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
𝐼𝐷,𝑝, 

(𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

≤ 0.01) 

3𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅
(1)𝑈1,𝑝

(1)𝑅𝑒∞,𝑝
(1) 𝐼𝐿,𝑝 

= 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅
(1)𝑈3,𝑝

(1)
{1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝

(1) (0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

)
} + 3𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(1)𝑈3,𝑝
(1)
𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
𝐼𝐷,𝑝, 

(0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

≤ 20) 

3𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅
(1)𝑈1,𝑝

(1)𝑅𝑒∞,𝑝
(1) 𝐼𝐿,𝑝 = 6𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(1)𝑈3,𝑝
(1) {1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝

(1) 0.6305
} + 3𝜋𝜈𝜌𝑓𝑅

(1)𝑈3,𝑝
(1)𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
𝐼𝐷,𝑝.  

(20 < 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

≤ 260) 

(5.4) 
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なお，実際の斥力（横力）と抵抗力は，𝐼𝐿,𝑏，𝐼𝐿,𝑝と 𝐼𝐷,𝑏，𝐼𝐷,𝑝 が含まれる式(5.3)と式(5.4)の左

辺と右辺全体であることに注意して頂きたい．実験結果と比較するため，式(5.3)と式(5.4)よ

り， 𝐼𝐿,𝑏  は以下のように計算される． 

 

𝐼𝐿,𝑏 =
2

𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

∙
𝑈3,𝑏
(1)

𝑈1,𝑏
(1)

{
 

 
1 + [

8

𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  

+
1

2
(1 +

3.315

(𝑅𝑒∞,𝑏
(1)
)
0.5)]

−1

+
𝑅(1)

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑏𝐼𝐷,𝑏

}
 

 
.           (5.5) 

 

ここで， 

 

𝑅𝑒𝐿,𝑏 =
𝐿𝑈∞,𝑏
𝜈

 

 

である． 

𝐼𝐿,𝑝 は以下のように計算される． 

 

𝐼𝐿,𝑝 =
2

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

∙
𝑈3,𝑝
(1)

𝑈1,𝑝
(1)
{
24

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

(1 +
3

16
𝑅𝑒∞,𝑝

(1) ) +
𝑅(1)

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼𝐷,𝑝},                                         (𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
≤ 0.01) 

 

=
2

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

∙
𝑈3,𝑝
(1)

𝑈1,𝑝
(1)
{1 + 0.1315𝑅𝑒∞,𝑝

(1) (0.82−0.05log10𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

)
 +
𝑅(1)

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼𝐷,𝑝},   (0.01 < 𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
≤ 20) 

 

=
2

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

∙
𝑈3,𝑝
(1)

𝑈1,𝑝
(1)
{1 + 0.1935𝑅𝑒∞,𝑝

(1) 0.6305
 +
𝑅(1)

𝐿
𝑅𝑒𝐿,𝑝𝐼𝐷,𝑝},                            (20 < 𝑅𝑒∞,𝑝

(1)
≤ 260) 

(5.6) 

 

ここで， 

 

𝑅𝑒𝐿,𝑝 =
𝐿𝑈∞,𝑝

𝜈
 

 

である． 

竹村ら 4,6,7)のの論文では， 𝐼𝐿,𝑏 と 𝐼𝐿,𝑝 のデータが与えられているが，直接に 𝑈1,𝑏
(1)，𝑈1,𝑝

(1)と

 𝑈3,𝑏
(1)，𝑈3,𝑝

(1)  は示されていない．したがって，本論文では MFCM と RFCM による計算結果か

ら鉛直方向上昇速度 𝑈1,𝑏
(1) と 𝑈1,𝑝

(1) ，水平方向速度 𝑈3,𝑏
(1) と 𝑈3,𝑝

(1)  および 𝑅(1)/𝐿 を求め，式(2.52)

と式(2.54)より，  𝐼𝐷,𝑏 と 𝐼𝐷,𝑝を求め，合わせて式(5.5)と式(5.6)に代入して，𝐼𝐿,𝑏 と 𝐼𝐿,𝑝 を求め
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ることにより，竹村ら 4,6,7)の実験結果と比較することができた． 

 まず，気泡の場合に対して，検討を行う．本論文では，斥力（横力）の影響が顕著となる

 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) > 1 の場合を取り扱った．図 5.10 に 𝑅𝑒∞,𝑏

(1) = 1.25，2.1 および 4.4 の場合における 𝐿 か

ら決まる 𝑅𝑒𝐿,𝑏 (= 𝐿𝑈∞,𝑏 𝜈⁄ )に対する 𝐼𝐿,𝑏 の値を示す．黒色記号は竹村ら 4)の実験結果，カラ

ーの線は本研究で用いた MFCM と RFCM による計算結果から式(5.5)により 𝐼𝐿,𝑏 を求めた結

果である．図 5.10 より，本研究で用いた MFCM と RFCM による計算結果は， 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 1.25，

2.1 および 4.4 の気泡に対する場合において，両方法ともに実験結果とよく一致することが

わかる．最大の場合でも，誤差が 5%以下である．なお，竹村ら 4)の実験では，浮上させた

気泡が終端速度に達した後，壁面が存在する領域に侵入する条件としている．一方，本計算

では，最初から壁面が存在する領域で初期速度ゼロから出発させて計算を行った．それでも，

実験結果とよく一致することは特筆すべきことである．しかし，より複雑の計算で MFCM

と RFCM による計算結果は，最大の 7%のずれが生じたことがわかった． 

図 5.11 に 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 7.3 および 15 の場合における 𝐿 から決まる 𝑅𝑒𝐿,𝑏 (= 𝐿𝑈∞,𝑏 𝜈⁄ )に対する

 𝐼𝐿,𝑏  の値を示す．図 5.10 と同様に，黒色記号は竹村ら 4)の実験結果，カラーの線は本研究で

用いた MFCM と RFCM による計算結果から式(5.5)により 𝐼𝐿,𝑏 を求めた結果である．図 5.11

より，本研究で用いた MFCM と RFCM による計算結果は， 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 7.3 の気泡に対する場

合において，両方法ともに実験結果とよく一致し，5%以下の誤差であるが，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 15 の

気泡の場合は，MFCM による計算結果不安定で実験結果からずれており，一致しなくなる．

RFCM による結果が実験結果と一致する．RFCM は MFCM に比べて，より広い 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  範囲

の気泡に適用できることがわかった． 

RFCM の計算結果に基づき，図 5.13 に 2.1 ≤ 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) ≤  15 の場合に対して，点( 0，0，

0.03 – 2𝑅(1) )から初期速度ゼロで出発した気泡に対する 𝐼𝐿,𝑏 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)   の時間変化を示す．なお，

式(5.3)より，気泡に働く斥力（横力）は 𝐼𝐿,𝑏 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  に比例する量であるため，図 5.13 では

 𝐼𝐿,𝑏 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  の変化を斥力（横力）の変化として表現している．これから，𝑅𝑒∞,𝑏

(1)  ≥ 4.4 に対

して，気泡が移動を開始したときに，壁面の影響で斥力（横力）が急激に増加しピークに達

した後，緩やかに減衰していく傾向がわかる．ただし，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 2.1 の場合，その変化が若干

緩やかである．すなわち， 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  が大きくなるにつれ，斥力（横力）がピーク値に達するの

に必要な時間が短く，減衰も速くなることが示されている．一方，𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  が小さければ小さ

いほど気泡に働く斥力（横力）の持続する時間が長くなる傾向がある． 

 図 5.13 において，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 2.1 の 𝐼𝐿,𝑏  のピーク値（ 𝑡 = 0.3 s）と 𝑡 = 1 s における値の比は

1.53 である．他の 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  に対して，𝐼𝐿,𝑏 の値がピーチ値の 1/1.53 となる 𝑡 の値を 𝑡∗ とする．

図 5.14 に 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  に対する 𝑡∗ の変化を示す．また，図 5.14 中，𝑡∗ を 𝑅𝑒∞,𝑏

(1)  の関数として近似

曲線の式は次式のように与える． 

 

 𝑡∗ = 2.68 (𝑅𝑒∞,𝑏
(1)
)
−1.35

.                                                           (5.7) 
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これから，𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  が大きくなるにつれて，特に 𝑅𝑒∞,𝑏

(1) > 5 の場合に，斥力（横力）が減衰する

ために必要な時間が急激に減少することがわかった．すなわち，高 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  の気泡に対しては，

斥力（横力）の働く時間が短くなった． 

気泡に働く斥力（横力）が発生する原因について，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 4.4 の場合に対し，計算結果を

利用して検討を行った． 図 5.15(a)に， 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 4.4 の場合における点(0，0，0)から初期速度

ゼロで出発した気泡が定常状態に達した時（𝑡 = 1 s）の気泡中心を含む 𝑦 = 0 面上の 2 次元

流線と圧力分布(Pa)を示す．ここでの圧力分布は，気泡の上昇により，ゼロ圧力場から生じ

た変動を可視化した結果である．図 5.15(a)より，気泡が壁面の影響がない状態で移動する

場合は，気泡周囲の渦が 𝑧 方向に左右対称となっていることがわかる．一方，図 5.15(b)~(f)

に同じ 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)
 の値で点( 0，0，0.03 – 2𝑅(1) )から初期速度ゼロで出発し，壁面近傍を浮上する

気泡の，気泡中心を含む 𝑦 = 0 面上の 2 次元流線と圧力分布を示す．これから，壁面が存在

する場合には，気泡の周囲の渦が 𝑧 方向に左右非対称となることがわかる．壁面側の渦は壁

面の影響で非常に弱くなるが，反対側の渦はその強さを保っている．このため，気泡周辺の

圧力のバランスが破れ，左右に圧力差が生じる．この圧力差により，壁面から遠ざかる方向

への斥力（横力）が発生する．また，図 5.15(d)には，気泡の壁面側に渦が生成されている様

子がわかる．その渦が時間経過とともにさらに発達していくことより，再び気泡周辺の圧力

のバランスが回復し，斥力（横力）は減衰していく． 

このように気泡が壁面近傍を上昇する場合，壁面を向いている方向に圧力勾配が生じ，水

平方向の斥力（横力）を生み出す物理的メカニズムは Magnaudet et al.10)の理論解析により説

明できるが，本研究で用いた RFCM による計算結果から，気泡周りの圧力分布を求めるこ

とができ，現象のより定量的な再現が可能となった． 
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図 5.11 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 1.25，2.1 および 4.4 の場合の 𝑅𝑒𝐿,𝑏 に対する 𝐼𝐿,𝑏 の変化． 

 

 

 

図 5.12 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 7.3 および 15 の場合の 𝑅𝑒𝐿,𝑏 に対する 𝐼𝐿,𝑏 の変化． 
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図 5.13 気泡の場合における 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  に対する 𝐼𝐿,𝑏 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑏

(1)   の時間的変化． 

 

 

 

 

図 5.14 気泡の場合における 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)  に対する 𝑡∗ の変化． 
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(a) 気泡が 𝑡 = 1[s]における点(0，0，0)から出発した場合． 

 

 

 

 

 

(b) 𝑡 = 0.05 s． 
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(c) 𝑡 = 0.1 s． 

 

 

 

(d) 𝑡 = 0.25 s． 
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(e) 𝑡 = 0.5 s． 

 

 

 

(f) 𝑡 = 1.0 s． 

図 5.15 (a) 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 4.4 の場合における点(0，0，0)から出発した気泡の 𝑦 = 0 面上の 2 次元

流線と圧力分布，(b)~(f)壁面が存在する場合，点 ( 0，0，0.03 – 2𝑅(1) )から出発した気泡の

 𝑦 = 0 面上の 2 次元流線と圧力分布の時間変化． 
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次は，粒子の場合に対して，検討を行う．図 5.16 に 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 0.9，2.5 および 5 の場合にお

ける 𝐿 から決まる 𝑅𝑒𝐿,𝑝 (= 𝐿𝑈∞,𝑝 𝜈⁄ )に対する 𝐼𝐿,𝑝 の値を示す．黒色記号は竹村ら 6)の実験結

果，カラーの線は本研究で用いた MFCM と RFCM による計算結果から式(5.6)により 𝐼𝐿,𝑝 を

求めた結果である．図 5.16 より，本研究で用いた MFCM と RFCM による計算結果は，

 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 0.9，2.5 および 5 の粒子に対する場合において，両方法ともに実験結果とよく一致

することがわかる．最大の場合でも，誤差が 6%以下である．なお，竹村ら 6)の実験では，

浮上させた粒子が終端速度に達した後，壁面が存在する領域に侵入する条件としている．一

方，本計算では，粒子が最初から壁面が存在する領域で初期速度ゼロから出発させて計算を

行った．それでも，実験結果とよく一致することは特筆すべきことである． 

 図 5.17 に 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 7.7，14.2 および 17.7 の場合における 𝐿 から決まる 𝑅𝑒𝐿,𝑝 (= 𝐿𝑈∞,𝑝 𝜈⁄ )に

対する 𝐼𝐿,𝑝 の値を示す．図 5.16 と同様に，黒色記号は竹村ら 6)の実験結果，カラーの線は本

研究で用いた MFCM と RFCM による計算結果から式(5.6)により 𝐼𝐿,𝑝 を求めた結果である．

図 5.17 より，本研究で用いた MFCM と RFCM による計算結果は， 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)

= 17.7 の粒子に対

する場合において，両方法ともに実験結果とよく一致し，5%以下の誤差であるが，𝑅𝑒∞,𝑝
(1) =

 7.7 および 14.2 の粒子の場合は，実験結果と若干にずれており，ここで実験中用いられる気

泡が界面活性剤によって完全に粒子にならないと考えられる．図 5.16 と図 5.17 より，粒子

の場合において MFCM による計算結果と RFCM による計算結果はほぼ一致していること

がわかった．MFCM と RFCM を用いて気泡の場合と粒子の場合の計算において，気泡の場

合に対して，オリジナルの FCM における FM 項と FD 項の力の長さスケール 𝜎𝑀 と 𝜎𝐷  に対

する修正は必要である． 

 気泡の場合と同様に，RFCM の計算結果に基づき，図 5.18 に 2.5 ≤ 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) ≤ 17.7 の場合に

対して，点( 0，0，0.03 – 2𝑅 )から初期速度ゼロで出発した粒子に対する 𝐼𝐿,𝑝 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)   の時間

変化を示す．なお，式(5.4)より，粒子に働く斥力（横力）は 𝐼𝐿,𝑝 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  に比例する量である

ため，図 5.18 では 𝐼𝐿,𝑝 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  の変化を斥力（横力）の変化として表現している．これから，

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  ≥ 5 に対して，粒子が移動を開始したときに，壁面の影響で斥力（横力）が急激に増

加しピークに達した後，緩やかに減衰していく傾向がわかる．ただし，𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 2.5 の場合，

その変化が若干緩やかである．気泡の場合と同様に， 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  が大きくなるにつれ，斥力（横

力）がピーク値に達するのに必要な時間が短く，減衰も速くなることが示されている．一方，

𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  が小さければ小さいほど粒子に働く斥力（横力）の持続する時間が長くなる傾向があ

る． 

 図 5.18 において，図 5.14 と同様のまとめ方法を用いて，図 5.19 に 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  に対する 𝑡∗ の変

化を示す．また，図 5.19 中，𝑡∗ を 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  の関数として近似曲線の式は次式のように与える． 

 

𝑡∗ = 2.55(𝑅𝑒∞,𝑝
(1)
)
−1.175

+ (𝑅𝑒∞,𝑝
(1)
)
−2.5

.                                           (5.8) 
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これから，𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  が大きくなるにつれて，特に 𝑅𝑒∞,𝑝

(1) > 5 の場合に，斥力（横力）が減衰する

ために必要な時間が急激に減少することがわかった．すなわち，高 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  の粒子に対しては，

斥力（横力）の働く時間が短くなった． 

粒子に働く斥力（横力）が発生する原因について，𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 5 の場合に対し，計算結果を

利用して検討を行った．図 5.20(a)と(b)に 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 5 で点( 0，0，0.03 – 2𝑅 )から初期速度ゼロ

で出発し，壁面近傍を浮上する粒子の，粒子中心を含む 𝑦 = 0 面上の 2 次元流線と圧力分布

を示す．これから，気泡の場合における状況と同様に，壁面が存在する場合には，粒子の周

囲の渦が 𝑧 方向に左右非対称となることがわかる．壁面側の渦は壁面の影響で非常に弱くな

るが，反対側の渦はその強さを保っている．このため，粒子周辺の圧力のバランスが破れ，

左右に圧力差が生じる．この圧力差により，壁面から遠ざかる方向への斥力（横力）が発生

する．さらに，図 5.20(b)において，𝑡 = 0.5 s の時には，粒子の壁面側に渦が生成されている

様子がわかるが，気泡の場合の同じ時間（図 5.15(e)）より，渦の生成が激しくなる．その原

因は，粒子の表面が滑りなしの条件で，粒子まわりの流体の動きが激しいと考えられる．ま

た，粒子の場合でもその渦が時間経過とともにさらに発達していくことより，再び粒子周辺

の圧力のバランスが回復し，斥力（横力）は減衰していく．さらに，MFCM と RFCM を用

いて，図 5.21 に 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 24.9 の場合に対して，竹村 7)の実験結果と計算結果との比較で，図

5.22 に 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 43.8 の場合に対して，竹村 7)の実験結果と計算結果との比較である．図 5.21

と図 5.22 より，MFCM による計算結果と RFCM による計算結果はほぼ一致し， 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 24.9

の場合において実験結果と比較における最大の誤差は 9%であったが，𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 43.8 の場合

において実験結果と比較における最大誤差は 30%であった． 

 以上の結果から，MFCM と RFCM を用いて気泡・粒子を計算する時に，お勧めの適用す

るレイノルズ数の範囲は，以下の表となる． 

 

計算手法 適用種類 
気泡・粒子レイノルズ数

における適用範囲 

MFCM 

球形気泡 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) ≤ 7.3 

球形粒子 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) ≤ 24.9 

RFCM 

球形気泡 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

≤ 15 

球形粒子 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) ≤ 24.9 

表 5.1 MFCM と RFCM における気泡・粒子の適用範囲． 

 

 表 5.1 より，RFCM を用いて球形気泡に対する計算の適用範囲は，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) ≤ 15 となるが，

その以上の場合は不明確であるため，次節で RFCM を用いて 2 気泡に対する計算を行い，

Katz and Meneveau11)の実験結果と比較する． 
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図 5.16 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 0.9，2.5 および 5 の場合の 𝑅𝑒𝐿,𝑝 に対する 𝐼𝐿,𝑝 の変化． 

 

 

 

図 5.17 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 7.7，14.2 および 17.7 の場合の 𝑅𝑒𝐿,𝑝 に対する 𝐼𝐿,𝑝 の変化． 
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図 5.18 粒子の場合における 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  に対する 𝐼𝐿,𝑝 ∗ 𝑅𝑒∞,𝑝

(1)   の時間的変化． 

 

 

 

図 5.19 粒子の場合における 𝑅𝑒∞,𝑝
(1)  に対する 𝑡∗ の変化． 
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(a) 𝑡 = 0.01 s． 

 

 

 

(b) 𝑡 = 0.5 s． 

図 5.20 (a)，(b)壁面が存在する場合， 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 5 の場合における点 ( 0，0，0.03 – 2𝑅 )から

出発した粒子の 𝑦 = 0 面上の 2 次元流線と圧力分布の時間変化． 
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図 5.21 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 24.9 の場合の 𝑅𝑒𝐿,𝑝 に対する 𝐼𝐿,𝑝 の変化． 

 

 

 

図 5.22 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) = 43.8 の場合の 𝑅𝑒𝐿,𝑝 に対する 𝐼𝐿,𝑝 の変化． 
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5.3 無限流体中における 2 球形気泡の相互作用 

 本節では，RFCM を用いて，静止流体中において鉛直に上昇する 2 気泡間の相互作用に

ついて Katz and Meneveau11)の実験結果と比較することにより，RFCM の気泡レイノルズ数

における適用範囲を検討する．この場合，𝑁 = 2 とする．図 5.23 に，本節の計算領域におい

て気泡の初期位置を示す．ここで，2 気泡が鉛直に上下並んで 𝑦 = 𝑧 = 0 とし，2 気泡の半

径が等しく，𝑅(1) = 𝑅(2) = 𝑅 とする．下側の気泡中心の初期位置は(0，0，0)とし，上側の気

泡中心の初期位置は(𝑆0，0，0)とする．ここで，𝑆0 は 𝑆 の初期値であり，2 気泡間の距離を

表し，Katz and Meneveau11)の実験値と等しくなるように設定した．なお，2 気泡は鉛直方向

にのみ移動することとなる． 

 

 

 

 

図 5.23 計算領域と気泡の配置． 

 

 

 図 5.24(a)~(c)に，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3，19 および 35 の場合において 2 気泡の無次元上昇速

度 𝑈1,𝑏
(1)(𝑡) 𝑈∞,𝑏⁄  および 𝑈1,𝑏

(2)(𝑡) 𝑈∞,𝑏⁄  と 2 気泡間の距離と気泡半径の比の変化を表す．黒い

円形および白い円形は Katz and Meneveau11)の実験結果における気泡の無次元上昇速度を表

す．黒い実線および黒い破線は RFCM により得られた計算結果を表す．図 5.24(a)および(b)

より，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3 および 19 の場合において RFCM による計算結果と実験結果とよく

一致している．2 気泡が存在する場合は，1 個気泡の場合の上昇終端速度より速くなってお

り，時間経過とともに，2 気泡間の距離が縮んでいくことがわかった．図 5.24(c)より，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) =
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𝑅𝑒∞,𝑏
(2) = 35 の場合は，RFCM による計算結果と実験結果とのずれが生じた．しかしながら，

2 気泡が非常に接近していた場合，実験では 2 気泡が合体したが，計算では一定の距離を維

持したまま上昇することとなった．2 気泡が互いに非常に接近している場合は RFCM の適

用範囲外であると考えられる． 

 2 気泡が加速される原因および 2 気泡間の距離が短縮する物理的なメカニズムを理解す

るために，𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3 の場合における 2 気泡間の距離の変化が時間の関数として図

5.25 にプロットされている．さらに，図 5.25 において，𝑡 = 0.05 s，2.3 s および 2.9 s におけ

る 2 気泡の状態図を示される．図 5.26(a)に，𝑡 = 0.05 s において，左図は 2 気泡の圧力分布

とベクトル図を示し，右図は 2 気泡の鉛直方向の速度分布を示す．図 5.26(b)に，図 5.26(a)

の左図中の破線部分（𝑦 = 𝑧 = 0 線上）の圧力分布を示す．図 5.27 と図 5.28 は図 5.26 と同

様に，それぞれ 𝑡 = 2.3 s および 2.9 s における 2 気泡の状態図を示す．図 5.26，図 5.27 およ

び図 5.28 より，𝑡 = 0.05 s の時に 2 気泡の圧力分布と鉛直方向の速度分布は同様であるが，

𝑡 = 2.3 s の時に後方気泡が前方気泡の伴流域に進入したことにより，後方気泡の前面圧力が

減少し始め，加速されることがわかった．𝑡 = 2.9 s の時に 2 気泡間の圧力変動が小さくな

り，同時に動く傾向があることを示唆している．この場合は，最大上昇速度が 2𝑈∞,𝑏 である

と，2 気泡が合体して各気泡の 2 倍の容積を有する単一の球体を形成する場合に実現可能で

あると考えられる．また，圧力分布において，各泡の前面に山および後面の谷に発生するの

が妥当であると考えられ，気泡の境界が配合に明示的に含まれていなくても，ほぼ気泡の境

界を示すことができた．さらに，RFCM を用いて球形気泡に対する計算の適用範囲は，

𝑅𝑒∞,𝑏
(1) ≤ 19 となることが確認できた． 

 

 

 

 

(a) 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3. 
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(b) 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

= 𝑅𝑒∞,𝑏
(2)

= 19. 

 

(c) 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 35. 

図 5.24 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3，19 および 35 の場合，2 気泡の無次元上昇速度 𝑈1,𝑏
(1)(𝑡) 𝑈∞,𝑏⁄  お

よび 𝑈1,𝑏
(2)(𝑡) 𝑈∞,𝑏⁄  と 2 気泡間の距離と気泡半径の比の変化． 

 

 

図 5.25  𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3 の場合における時間変化による 2 気泡間の距離変化． 
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(a) 2 気泡の圧力分布とベクトル図およびの鉛直方向の速度分布． 

 

 

 

 

(b) 𝑦 = 𝑧 = 0 線上における 2 気泡の圧力分布． 

 

図 5.26 𝑡 = 0.05 s のときに 𝑆 𝑅⁄ = 15 における 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3 の 2 気泡状態． 
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(a) 2 気泡の圧力分布とベクトル図およびの鉛直方向の速度分布． 

 

 

 

 

 

(b) 𝑦 = 𝑧 = 0 線上における 2 気泡の圧力分布． 

 

図 5.27 𝑡 = 2.3 s のときに 𝑆 𝑅⁄ = 8 における 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3 の 2 気泡状態． 
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(a) 2 気泡の圧力分布とベクトル図およびの鉛直方向の速度分布． 

 

 

 

 

 

(b) 𝑦 = 𝑧 = 0 線上における 2 気泡の圧力分布． 

 

図 5.28 𝑡 = 2.9 s のときに 𝑆 𝑅⁄ = 3 における 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) = 3 の 2 気泡状態． 
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第 6 章 RFCM と VOF（Volume of Fluid）法の計算コストについての検討 

 

6.1 VOF 法の基礎 

 前章より，MFCM は球形気泡レイノルズ数 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) ≤ 7.3 のみの範囲で適用できるが，RFCM

はより広い範囲 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) ≤ 19 で適用できることを確認できた．本章では，現在に気泡向けの

最も用いられる VOF 法を用いて，RFCM の計算コストを検討する． 

 VOF 法は Hirt and Nichols1)によって開発され，セル内における気相は 0 とし，液相は 1 と

する体積比率（ボイド率）𝛼（図 1.3）を取る相関数によって相界面の移動を評価する．した

がって，VOF 法の場合には相関数が体積比率 𝛼 という物理量を表し，移流方程式は次式の

ように表される． 

 

𝜕𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ (𝑢𝑖𝛼) = 0.                                                                (6.1) 

 

ここで，Navier-Stoke 方程式は単相のものと同様にして解かれ，密度と粘性は気相と液相に

分けて，次のように求められる． 

 

𝜌 = 𝛼𝜌𝑙 + (1 − 𝛼)𝜌𝑔,                                                            (6.2) 

 

𝜇 = 𝛼𝜇𝑙 + (1 − 𝛼)𝜇𝑔.                                                           (6.3) 

 

ここで，𝜌𝑙 と 𝜌𝑔 はそれぞれ液相と気相の密度を表す．𝜇𝑙 と 𝜇𝑔 はそれぞれ液相と気相の粘

性を表す．VOF 法は，数値計算上で質量保存の精度がよいが，相界面の曲率を精度良く求

めるのが困難であるため，Brackbill et al.2)の表面張力モデル（CSF モデル）を用いて，外力

項として Navier-Stokes 方程式に加える．表面張力モデルは，次式のように与える． 

 

𝒇𝑐𝑠𝑓 = 𝜎𝜅𝒏.                                                                      (6.4) 

 

ここで，𝜎 は表面張力，𝜅 は曲率，𝒏 は界面の法線方向ベクトルを表し，次式のように与え

る． 

 

𝒏 =
∇𝛼

|∇𝛼|
,                                                                      (6.5) 

 

𝜅 = ∇ ∙ 𝒏.                                                                      (6.6) 
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移流方程式において，液相と気相の速度を用いて，それぞれ次式のように与える． 

 

𝜕𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ (𝑢𝑖,𝑙𝛼) = 0,                                                               (6.7) 

 

𝜕𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ (𝑢𝑖,𝑔𝛼) = 0.                                                               (6.8) 

 

相対速度 𝑢𝑖,𝑟 を用いて式(6.1)を再定義されると，次式のように与える． 

 

𝑢𝑖,𝑟 = 𝑢𝑖,𝑙 − 𝑢𝑖,𝑔 ,                                                                  (6.9) 

 

𝜕𝛼

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝛼𝑢𝑖) + ∇ ∙ {(1 − 𝛼)𝛼𝑢𝑖,𝑟} = 0.                                      (6.10) 

 

上式は最終的な移流方程式の形であり，上式の第 3 項は実際の物理現象では界面の厚みが

ないため数値計算のために用いられる仮想的なものである．本論文では流体解析ソフトで

ある OpenFOAM（Open source Field Operation And Manipulation）に実装されている非圧縮性

の二相流ソルバである interFoam における VOF 法を用いる 3)． 

 非圧縮性流体を対象とした混相流用の interFoamソルバを使用して界面捕獲法による非定

常計算を行う．計算アルゴリズムには SIMPLE 法と PISO 法を組み合わせた PIMPLE 法が使

用されている．計算手順は以下に示す 4,5)． 

 

1) 境界条件を設定する． 

2) 中間の速度場を計算するために離散化された運動量の方程式を解く． 

3) セルの境界条件における質量流束を計算する． 

4) 圧力方程式を解き，不足緩和による安定化処理をする． 

5) セルの境界面における質量流束を修正する． 

6) 更新された圧力場から速度を修正する． 

7) 境界条件を更新する． 

8) 時間ステップを増やして 1)から繰り返す． 

 

 

6.2 計算モデルおよび計算条件 

 本計算では OpenFOAM における blockMesh を用いる．blockMesh は構造格子であり，3 次

元の計算モデルを作成する．blockMesh は OpenFOAM の標準ユーティリティに含まれてい
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るプログラムで，モデルをブロックの集合として表現し，それぞれのブロックを格子状のメ

ッシュに分割する．設定はテキストで行う． 

 図 6.1 に，本節の計算領域において気泡の初期位置を示す．ここで，2 気泡が鉛直に上下

並んで 𝑦 = 𝑧 = 0 とし，2 気泡の半径が等しく，𝑅(1) = 𝑅(2) = 𝑅 とする．下側の気泡中心の

初期位置は(0，0，0)とし，上側の気泡中心の初期位置は(𝑆0，0，0)とする．ここで、𝑆0 は 𝑆 

の初期値であり，2 気泡間の距離を表す．なお，2 気泡は鉛直方向にのみ移動することとな

る．本節での計算は無次元計算で気泡のレイノルズ数に基づくため，各辺の長さ 𝑥: 𝑦: 𝑧 =

 8:1:1 を取った．数値計算における格子数は，𝑥 方向には 𝑛𝑥 = 512 とし， 𝑦 方向と𝑧 方向ど

ちらも 𝑛𝑦 = 64， 𝑛𝑧 = 64 とした．ただし，VOF 法における気泡の計算で気泡の直径に当た

る格子数は 28 個以下の場合は精度が落ち，RFCM における気泡の計算で気泡の直径に当た

る格子数は 6 があれば十分であるため，同様に 512×64×64 格子数の計算モデルに対する

気泡径が計算方法によって異なる． 

 

 

図 6.1 計算領域と気泡の配置． 

𝑔 
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RFCM と VOF における計算の仮定条件は，以下のようになる． 

 

1) 液相は，非圧縮の水とする．気相は，非圧縮の空気とする． 

2) 気液界面の表面張力は一定とする． 

3) 気泡の密度は，水の密度の 1/1000 とする．気泡の粘度は，水の粘度に対して無視する

ことができる． 

4) 上昇する気泡の体積は一定で，球形とする． 

5) 無限流体中における気泡レイノルズ数 𝑅𝑒∞,𝑏
(1) = 𝑅𝑒∞,𝑏

(2) =  19 とし，気泡中心間距離と気

泡半径との比は 3 とする(𝑆0/𝑅 = 3)． 

 

 

 

計算用 PC の仕様は，以下のようになる． 

 

OS ubuntu 14.04 LTS 

マザーボード Supermicro X11SAE 

チップセット Intel(R) C236 チップセット 

プロセッサー 
Intel(R) Core™ i7-6700K (4.0-4.2GHz / 4

コア / 8 スレッド / 8MB キャッシュ) 

メモリ DDR4-2666 16GB×4 (計 64GB) 

グラフィック VESA：GK208 Board-21320014 

HDD 2TB HDD / 3.5 インチ Serial-ATA 
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6.3 計算結果との比較および検討 

 図 6.2 に，RFCM による計算結果と VOF 法による計算結果から得られた時間的に 2 気泡

の移動状態図を表す．左図は RFCM による 2 気泡の位置および圧力分布を表す．右図は VOF

法による 2 気泡の位置を表し，赤い領域は液相，青い領域は気相を意味する．図では，気泡

の大きさは異なるが，レイノルズ数の無次元数は等しい条件で計算した結果となる．図6.2(a)

は 𝑡 = 0.01 s の場合，図 6.2(b)は 𝑡 = 0.1 s の場合，図 6.2(c)は 𝑡 = 0.15 s の場合を表す．図 6.3

に，RFCM および VOF 法における時間的に 2 気泡間距離の変化を表す．●は VOF 法の計

算結果を表し，黒い実線は RFCM の計算結果を表す．図 6.2 と図 6.3 より，両方法でも 2 気

泡の移動を再現され，時間的に 2 気泡間距離の変化も大きな差が生じなかったが，若干の差

は両方法での計算における 2 気泡の気泡レイノルズ数が同じであるが，気泡径の違いによ

る原因であると考えられる．また，本節での計算結果は前節の計算結果と異なり，時間の経

過とともに 2 気泡が衝突せずに一定距離を持つままで上昇することとなった．その原因は，

2 気泡間初期距離が短くて，後方気泡が十分に加速されずに，後方気泡の上昇に生成された

慣性力は液相の粘性力より小さいと考えられる．さらに，両方法の計算コストについては，

気泡の 3 次元計算に対する計算時間，VOF 法は RFCM の 50 倍となり，1 個気泡の 3 次元計

算における必要なメモリ，VOF 法は RFCM の 100 倍となることがわかった． 

 

 

 

図 6.2(a) 𝑡 = 0.01 s 
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図 6.2(b) 𝑡 = 0.1 s 

 

 

図 6.2(c) 𝑡 = 0.15 s 

図 6.2 RFCM と VOF 法による時間的な気泡の上昇位置． 
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図 6.3 RFCM および VOF における時間的に 2 気泡間距離の変化． 
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第 7 章 結 言 

 

本研究は，様々な条件下における多数気泡・粒子を含む流れのシミュレーションを目指し

て，Maxeyら 1-10)によって開発された Stokes領域における球形粒子に適用する計算手法 FCM

に基づいて，新たな計算手法 MFCM と RFCM を提案した．主な改良点は，①Stokes 近似あ

るいは Oseen 近似から外れた一般粘性流体（例えば，水）での球形粒子への解析ができるよ

うになった．②球形気泡に適用できるようになった．③一般粘性流体での球形気泡への解析

ができるようになった．さらに，それらの手法の妥当性に対する検討を行った． 

 本研究全体を通じて得られた知見は，次のようになる． 

 第 1 章では，自然現象や工業装置などにおいて，気液・固液二相流の頻繁性およびそれに

対する数値計算手法の重要性，さらに既存の数値計算手法の紹介を述べたとともに，本研究

の必要性と目的についての概要を述べた． 

 第 2 章では，無限静止流体中における単一気泡・粒子に働く各種の力についてまとめたと

ともに，2.3.1 節で壁面の影響で生じた気泡・粒子に働く抵抗力の増加量の数学モデルを理

論解析によって導出し，2.3.2 節でその数学モデルを用いて気泡・粒子が壁面からの影響に

対する検討を理論解析によって行った． 

 第 3 章では，3.1 節で FCM の基礎方程式を述べた．3.2 節で FCM の基礎方程式における

離散化方法を述べたとともに，気泡・粒子が球形を保持するため，FCM の FD 項における

気泡・粒子内のひずみ速度がゼロとなるような反復計算を再正規化し，全体の計算速度が約

2.5 倍速く実現できた．3.3.1 節で気泡・粒子に働く Stokes 抵抗に低次の補正項を加えること

により，Stokeslet の補正ができると仮定する観点から，FCM における気泡・粒子から流体

に作用する力の式(3.6)の代わりに，気泡の場合は式(3.53)を用いて，粒子の場合は式(3.56)を

用いる MFCM を提案した．3.3.2 節で球形気泡・粒子の中心を点源として周りの流れに作用

する視点に立ち，その作用力の分布を考慮する FM 項と FD 項の力の影響範囲に対して，平

滑化デルタ関数 ∆𝑀  と ∆𝐷中のそれぞれの力長さスケールを表す 𝜎𝑀 と 𝜎𝐷  に対して，気泡の

Stokes 近似の理論解と近くなるように定めて，気泡・粒子の半径 𝑅 を用いて，粒子の場合

は， 𝜎𝑀 = 𝑅 √𝜋⁄ ，𝜎𝐷 = 𝑅 (6√𝜋)
1 3⁄

⁄  を，気泡の場合は，𝜎𝑀 = 𝑅 √1.88𝜋⁄ ，𝜎𝐷 = 𝑅 (3√𝜋)
1 3⁄

⁄  

を用いる RFCM を提案した． 

 第 4 章では，FCM の外力項を含めた Naiver-Stokes 方程式の解法を述べたとともに，本研

究で用いた計算格子を説明し，計算モデルにおける周期境界条件のある 𝑥 方向にのみ 4 点

差分に対応したフーリエ変換を行う空間離散化の方法を述べた． 

 第 5 章では，MFCM と RFCM の計算結果の正確さに関する検討を行った．多数気泡・粒

子を含む流れを解析への第一歩として，MFCM と RFCM 両手法を用いて，5.1 節で無限流

体中における単一球形気泡・粒子への解析を行い，気泡の場合は竹村と矢部 11)の実験結果

と，粒子の場合は Clift et al.12)の式による理論解との比較を行い，5.2 節で壁面近傍を上昇す

る単一球形気泡・粒子への解析を行い，球形気泡の場合は竹村ら 13,14)の実験結果と，球形粒
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子の場合は竹村ら 15,16) の実験結果との比較を行い，5.3 節で RFCM のみを用いて静止流体

中において鉛直に上昇する 2 球形気泡間の相互作用について Katz and Meneveau17)の実験結

果との比較を行ったことにより，MFCM と RFCM を用いて球形気泡・粒子を計算する時に，

お勧めの適用するレイノルズ数の範囲は，以下の表にまとめた． 

 

計算手法 適用種類 
気泡・粒子レイノルズ数

における適用範囲 

MFCM 

球形気泡 0 < 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

≤ 7.3 

球形粒子 0 < 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) ≤ 24.9 

RFCM 

球形気泡 0 < 𝑅𝑒∞,𝑏
(1)

≤ 19 

球形粒子 0 < 𝑅𝑒∞,𝑝
(1) ≤ 24.9 

 

表 7.1 MFCM と RFCM における球形気泡・粒子の適用範囲． 

 

さらに，単一球形気泡・粒子が壁面近傍を上昇する場合，壁面を向いている方向に圧力勾

配が生じ，水平方向の斥力（横力）を生み出す物理的メカニズムは本研究で用いた MFCM

と RFCM による計算結果から，気泡・粒子周りの圧力分布を求めることができ，そのメカ

ニズムの定量的な再現が可能となった．また，静止流体中において鉛直に上昇する 2 球形気

泡間の相互作用によって加速される原因および 2 気泡間の距離が変化する物理的なメカニ

ズムを再現することができた． 

 第 6 章では，現在の工業などに気泡向けの最も用いられる VOF 法 18)を用いて，RFCM の

計算コストを検討した．計算コストについては，気泡の 3 次元計算に対する計算時間，VOF

法は RFCM の 50 倍となり，1 個気泡の 3 次元計算における必要なメモリ，VOF 法は RFCM

の 100 倍となることがわかった． 
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