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序 文

本論文では分離拡大,平田分離拡大, G-ガロア拡大,弱分離拡大,弱擬似分離拡大等

の種々の環拡大について考察する. その上で主として歪多項式環のモニックな多項

式によって生成されるイデアルによる剰余環として現れる環拡大を取り扱う. 歪多

項式環における分離多項式や平田分離多項式,ガロア多項式等の研究は岸本量夫,永

原賢,宮下庸一,池畑秀一, G. Szetoらにより幅広く研究されてきた. とりわけ岸本は

特殊な形の多項式について研究し, 永原は 2次の多歪項式について徹底に考察した.

また宮下により一般次数の歪多項式の研究の礎となる手法が確立され, これをもと

に池畑や Szetoらは歪多項式環における分離多項式,平田分離多項式,ガロア多項式

等の更なる研究を行ってきた.

本論文は四章からなる. まず第一章では宮下庸一により与えられた歪多項式環に

おける分離多項式と平田分離多項式に関する必要十分条件 (宮下の定理)の別証明を

与える. すでに筆者と池畑秀一により自己同型型および微分型それぞれの歪多項式

環において宮下の定理の別証明を与えているが, ここでは一般の歪多項式環におけ

る別証明を与える. その証明は直接的な計算のみを用いて示される点が特徴である.

第二章では係数環が素数標数 pの場合の微分型歪多項式環における p次のガロア

多項式について考察する. 多項式Xp −Xa− b かつ a ̸= 1について,それがガロア多

項式であるか否かを判断するのは難しい. これに関して永原賢は p = 2の場合に上

記の多項式がガロア多項式になるための必要十分条件を与えた. 本章では永原の結

果を素数次数 pの場合に拡張する.

第三章では弱分離多項式および弱擬似分離多項式について考察する. 最近,浜口

直樹と中島惇により分離拡大および擬似分離拡大の一般化として弱分離拡大および

弱擬似分離拡大が導入された. 浜口と中島は可換環上の特別な形のモニック多項式

f(X)について, その弱分離性を導関数 f ′(X)および判別式 δ(f(X))の非零因子性に

より特徴づけたが, 本章第二節ではこれを一般のモニック多項式 f(X)に場合に拡張

する. また浜口と中島は係数環が整域の場合の歪多項式環における弱分離多項式お

よび弱擬似分離多項式を考察したが, 本章第三節では彼らが得た結果を係数環が非

可換環の場合の歪多項式環へと拡張する. さらに歪多項式環における分離性と弱分

離性の差異を示す定理を与える.

第四章では環拡大の森田同値について考察する. 環拡大の森田同値は宮下庸一に

より定義された概念であり, 現在までに宮下によりG-ガロア拡大およびフロベニウ

ス拡大について, また池畑秀一により分離拡大,平田分離拡大, symmetric拡大, QF-

拡大について,これらの環拡大のクラスが森田不変であることが示されている. 本章

ではこの他に trivial拡大, liberal拡大, depth two拡大,強分離拡大,弱分離拡大等に

ついて,これらのクラスは森田不変であることを示す. また最後に森田不変でない環

拡大のクラスの例をあげる.
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1 歪多項式環における宮下の定理

[26]において宮下庸一は歪多項式環における分離多項式と平田分離多項式に関す

る必要十分条件 (宮下の定理)を与えた. また [43]において,筆者と池畑秀一は自己同

型型と微分型の歪多項式環それぞれにおいて宮下の定理の別証明を与えた. 本章で

は諸条件のもとで,一般の歪多項式環における宮下の定理に対する別証明を与える.

1.1 序と準備

本論文全体を通してすべての環は単位元をもち,その部分環も同じ単位元をもつと

する. また環拡大をA/Bのように表す.

B を環, ρを B の自己同型, D を ρ-微分 (すなわち, D は B から B への加法的

な写像で, 任意の α, β ∈ BについてD(αβ) = D(α)ρ(β) + αD(β)をみたす)とす

る. B[X; ρ,D]をその乗法が αX = Xρ(α) + D(α) (α ∈ B)によって定まる歪多項

式環とする. B[X; ρ] = B[X; ρ, 0]を自己同型型 (automorphism type), B[X;D] =

B[X; 1, D]を微分型 (derivation type)という. またB[X; ρ,D](0)をB[X; ρ,D]にお

けるモニックな多項式 f で fB[X; ρ,D] = B[X; ρ,D]f をみたすもの全体とする. 任

意の f ∈ B[X; ρ,D](0)に対し, 剰余環B[X; ρ,D]/fB[X; ρ,D]はBの freeな拡大環

となる.

本章および第二章,第三章において以下の記号を用いる:

Z = Bの中心.

U(Z) = Zにおける可逆元全体.

Bρ = {α ∈ B | ρ(α) = α}.
BD = {α ∈ B |D(α) = 0}.
Bρ,D = Bρ ∩BD.

ZD = Z ∩BD.

D(B) = {D(α) |α ∈ B}.

可換環上の通常の多項式環とは異なり,歪多項式環B[X; ρ,D]におけるモニックな

多項式 f が常に fB[X; ρ,D] = B[X; ρ,D]f をみたすとは限らない. これに関して,

以下の補題 1.1.1から補題 1.1.5が成り立つ. これらは直接的な計算により容易に示

される.

補題 1.1.1. ([9, Lemma 1.1]) f = Xm+Xm−1am−1+ · · ·+Xa1+a0 ∈ B[X; ρ,D]

について, f ∈ B[X; ρ,D](0)であるための必要十分条件は αf = fρm(α) (α ∈ B)か

つXf = f(X − ρ(am−1) + am−1)となることである.
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証明. f ∈ B[X; ρ,D](0) とする.任意の α ∈ B について, 適当な b ∈ B により

αf = fbと表されるが, αf = Xmρm(α) + · · · および fb = Xmb + · · · より最高
次の係数を比較知して b = ρm(α)を得る. また Xf = f(X − c)であるが, Xf =

Xm+1 +Xmam−1 + · · · および f(X − c) = Xm +Xm(ρ(am−1)− c) + · · · よりXmの

係数を比較して c = ρ(am−1)− am−1を得る. 逆は明らかである.

補題 1.1.2. ([9, Lemma 1.2]) ρD = Dρを仮定する. このとき, f = Xm +

Xm−1am−1 + · · · +Xa1 + a0 ∈ B[X; ρ,D]について, Bf = fBであるための必要十

分条件は次が成り立つことである :

aiρ
m(α) =

m∑
j=i

(
j

i

)
ρiDj−i(α)aj (α ∈ B, 0 ≦ i ≦ m− 1, am = 1). (1.1)

証明. Bf = fBとする. このとき,補題 1.1.1より任意の α ∈ Bについて αf =

fρm(α)となる. また帰納的な計算により,

αXj =

j∑
i=0

(
j

i

)
X iρiDj−i(α) (α ∈ B, j ≧ 0)

を得る.よって

αf =
m∑
j=0

j∑
i=0

(
j

i

)
X iρiDj−i(α)aj =

m∑
i=0

X i

m∑
j=i

(
j

i

)
ρiDj−i(α)aj,

fρm(α) =
m∑
i=0

X iaiρ
m(α)

より, 式 (1.1)とBf = fBが同値であることがわかる.

補題 1.1.3. ([9, Lemma 1.3]) f = Xm +Xm−1am−1 + · · · +Xa1 + a0 ∈ B[X; ρ]

について, f ∈ B[X; ρ](0)であるための必要十分条件は次が成り立つことである :

(1) αai = aiρ
m−i(α) (α ∈ B, 0 ≦ i ≦ m− 1).

(2) ρ(ai)− ai = ai+1(ρ(am−1)− am−1) (0 ≦ i ≦ m− 2).

(3) a0(ρ(am−1)− am−1) = 0.

証明. 補題 1.1.1より, f ∈ B[X; ρ](0)であるための必要十分条件は αf = fρm(α)

α ∈ B および Xf = f(X − ρ(am−1) + am−1)が成り立つことである. このとき

両辺の係数を比較することにより, αf = fρm(α)と (1)が同値であり, またXf =

f(X − ρ(am−1) + am−1)と (2), (3)が同値であることが示される.
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補題 1.1.4. ([9, Lemma 1.6]) f = Xm +Xm−1am−1 + · · · +Xa1 + a0 ∈ B[X;D]

について, f ∈ B[X;D](0)であるための必要十分条件は次が成り立つことである :

(1) aiα =
m∑
j=i

(
j

i

)
Dj−i(α)aj (α ∈ B, 0 ≦ i ≦ m− 1, am = 1).

(2) ai ∈ BD (0 ≦ i ≦ m− 1).

証明. 補題 1.1.1より, f ∈ B[X; ρ](0)であるための必要十分条件は αf = fα (α ∈
B)およびXf = fX が成り立つことである. このとき, 補題 1.1.2より αf = fαと

(1)は同値である. また両辺の係数を比較することでXf = fXと (2)が同値である

ことが示される.

補題 1.1.5. ([9, Corollary 1.7]) Bの標数を素数 pとする. このとき, B[X;D]に

おける p-多項式 f = Xpe +Xpe−1
be+ · · ·+Xpb2+Xb1+ b0 について, f ∈ B[X;D](0)

であるための必要十分条件は次が成り立つことである :

(1)
e∑

i=0

Dpi(α)bi+1 = b0α− αb0 (α ∈ B, be+1 = 1),かつ bi+1 ∈ Z (0 ≦ i ≦ e− 1).

(2) bi ∈ BD (0 ≦ i ≦ e).

証明. 補題 1.1.4より直ちに導かれる.

環拡大A/Bが分離拡大 (separable extension)であるとは, A⊗BAからAへのA-A-

準同型 a⊗ b 7−→ abが分解 (split)することである. またA/Bが平田分離拡大 (Hirata

separable extension)であるとは, A⊗B AがAの有限個の直和の直和因子にA-A-同

型であることである. 平田分離拡大は東屋多元環の概念の一般化として平田和彦に

より導入され, 平田や菅野孝三らにより研究された. 良く知られているように平田分

離拡大は分離拡大である. ここで環拡大A/Bについて,

(A⊗B A)
A = {µ ∈ A⊗B A |µx = xµ (x ∈ A)},

VA(B) = {x ∈ A |αx = xα (α ∈ B)}

と定める.この記号は本論文を通して利用する. 分離拡大と平田分離拡大について,

次の補題は定義から直接導かれる.

補題 1.1.6. ([6, Definition 2]) 環拡大A/BについてA/Bが分離拡大であるため

の必要十分条件は適当な
∑

i xi ⊗ yi ∈ (A ⊗B A)
Aが存在して

∑
i xiyi = 1が成り立

つことである.
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補題 1.1.7. ([37, Proposition 1]) A/Bは平田分離拡大であるための必要十分条

件は適当な vi ∈ VA(B)と
∑

j xij ⊗ yij ∈ (A⊗B A)
Aが存在して次が成り立つことで

ある :

1⊗ 1 =
∑
i,j

vixij ⊗ yij =
∑
i,j

xij ⊗ yijvi.

f ∈ B[X; ρ,D](0)について, f が B[X; ρ,D]における分離多項式 (resp. 平田分離

多項式)であるとは剰余環B[X; ρ,D]/fB[X; ρ,D]がB上分離拡大 (resp. 平田分離

拡大)であるときにいう. 歪多項式環における分離多項式および平田分離多項式は岸

本量夫,永原賢,宮下庸一,池畑秀一, G. Szetoらにより幅広く研究されてきた (文献

表参照).

以降,本章を通して f = Xm +Xm−1am−1 + · · · +Xa1 + a0 ∈ B[X; ρ,D](0), A =

B[X; ρ,D]/fB[X; ρ,D], x = X + fB[X; ρ,D]とする. また以下のように yj ∈ A

(0 ≦ j ≦ m− 1)を定める:

y0 = xm−1 + xm−2am−1 + · · ·+ xa2 + a1.

y1 = xm−2 + xm−3am−1 + · · ·+ xa3 + a2.
...

yj−1 = xm−j + xm−j−1am−1 + · · · xaj+1 + aj.
...

ym−2 = x+ am−1.

ym−1 = 1.

歪多項式環における分離多項式および平田分離多項式に関して, [26]において宮下

庸一は次の命題 (宮下の定理)を与えた.

命題 1.1.8. ([26, Theorem 1.8]) f = Xm + Xm−1am−1 + · · · + Xa1 + a0 ∈
B[X; ρ,D](0)について, fが分離多項式であるための必要十分条件は適当な h ∈ Aが

存在して
∑m−1

j=0 yjhx
j = 1かつ ρm−1(α)h = hα (α ∈ B) が成り立つことである.

命題 1.1.9. ([26, Theorem 1.9], [10, Lemma 1.1]) f = Xm +Xm−1am−1 + · · · +
Xa1 + a0 ∈ B[X; ρ,D](0)について, f が平田分離多項式であるための必要十分条件

は適当な gi, hi ∈ Aが存在して
∑
i

gix
m−1hi = 1,

∑
i

gix
khi = 0 (0 ≤ k ≤ m− 2),

αgi = giα, ρm−1(α)hi = hiα (α ∈ B),

が成り立つことである.
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[43]において,筆者と池畑はB[X; ρ]とB[X;D]それぞれにおいて, 命題 1.1.8およ

び命題 1.1.9の別証明を与えた. その証明は直接的な計算のみを用いて示される点が

特徴である. 本章では ρD = Dρを仮定し, 一般の歪多項式環B[X; ρ,D]において命

題 1.1.8および命題 1.1.9の別証明を与えることを目標とする.

ここで ρD = Dρの場合,次が成り立つ.

補題 1.1.10. ρD = Dρを仮定する. このとき, f = Xm+Xm−1am−1+ · · ·+Xa1+
a0 ∈ B[X; ρ,D]について, f ∈ B[X; ρ,D](0)であるための必要十分条件は次が成り

立つことである :

(1) aiρ
m(α) =

m∑
j=i

(
j

i

)
ρiDj−i(α)aj (α ∈ B, 0 ≤ i ≤ m− 1, am = 1).

(2) D(ai) = ai−1 − ρ(ai−1)− ai(ρ(am−1)− am−1) (1 ≤ i ≤ m− 1).

(3) D(a0) = a0(ρ(am−1)− am−1).

証明. 補題 1.1.1により, f ∈ B[X; ρ,D](0)であるための必要十分条件は

αf = fρm(α) (α ∈ B) (1.2)

Xf = f(X − ρ(am−1) + am−1) (1.3)

が成り立つことであるが,補題 1.1.2より (1.2)と (1)は同値である. さらに Xf =

Xmam−1 +
∑m−1

i=1 X iai−1および

f(X − ρ(am−1) + am−1)

=
m−1∑
i=0

X i(Xρ(ai) +D(ai))−
m−1∑
i=0

X iai(ρ(am−1)− am−1)

=
m−1∑
i=0

X i+1ρ(ai) +
m−1∑
i=0

X i(D(ai)− ai(ρ(am−1)− am−1))

= Xmam−1 +
m−1∑
i=1

X i(ρ(ai−1) +D(ai)− ai(ρ(am−1)− am−1))

+D(a0)− a0(ρ(am−1)− am−1)

より (1.3)と (2), (3)は同値であることがわかる.

補題 1.1.10により,次の系が直ちに導かれる.

系 1.1.11. ρD = Dρを仮定し, C(Bρ,D)を Bρ,D の中心とする. このとき, f ∈
B[X; ρ,D](0) ∩Bρ[X]ならば, f ∈ C(Bρ,D)[X]である.
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1.2 宮下の定理の別証明

本節では ρD = Dρを仮定し, f ∈ B[X; ρ,D](0) ∩ Bρ[X]について命題 1.1.8およ

び命題 1.1.9の別証明を与える. 以降, f = Xm + Xm−1am−1 + · · · + Xa1 + a0 ∈
B[X; ρ,D](0)∩Bρ[X], A = B[X; ρ,D]/fB[X; ρ,D], x = X+fB[X; ρ,D]とする. 系

1.1.11より f ∈ C(Bρ,D)[X]であることに注意しておく. また yj ∈ A (0 ≦ j ≦ m−1)

を前節で定めたものとする.

証明に際して,まず次の補題を示す.

補題 1.2.1.

(A⊗B A)
A =

{m−1∑
j=0

yjh⊗ xj
∣∣∣h ∈ A, ρm−1(α)h = hα (α ∈ B)

}
.

証明. {1, x, x2, · · · , xm−1}はB上 freeなAの基底なので, A⊗B Aにおける任意の

元は適当な zj ∈ Aを用いて
∑m−1

j=0 zj ⊗ xjとかける.
∑m−1

j=0 zj ⊗ xjを (A⊗B A)
Aに

おける任意の元とする. すなわち
∑m−1

j=0 zj ⊗ xjは

α(
m−1∑
j=0

zj ⊗ xj) = (
m−1∑
j=0

zj ⊗ xj)α (α ∈ B) (1.4)

x(
m−1∑
j=0

zj ⊗ xj) = (
m−1∑
j=0

zj ⊗ xj)x (1.5)

をみたすとする.帰納的な計算により

Xjα =

j∑
i=0

(
j

i

)
(−1)j−iρ−jDj−i(α)X i (α ∈ B, 0 ≤ j)

となることに注意して, (1.4)より

m−1∑
j=0

αzj ⊗ xj =
m−1∑
j=0

zj ⊗ xjα

=
m−1∑
j=0

zj ⊗
( j∑

i=0

(
j

i

)
(−1)j−iρ−jDj−i(α)xi

)
=

m−1∑
i=0

(m−1∑
j=i

(
j

i

)
(−1)j−izjρ

−jDj−i(α)
)
⊗ xi

=
m−1∑
j=0

(m−1∑
i=j

(
i

j

)
(−1)i−jziρ

−iDi−j(α)
)
⊗ xj
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がわかる.すなわち

αzj =
m−1∑
i=j

(
i

j

)
(−1)i−jziρ

−iDi−j(α) (0 ≤ j ≤ m− 1)

が成り立つ. ここで h = zm−1とおくと, ρm−1(α)h = hα (α ∈ B)である. xm =

−
∑m−1

j=0 x
jaj = −

∑m−1
j=0 ajx

jであることに注意して, (1.5)より

m−1∑
j=0

xzj ⊗ xj =
m−1∑
j=0

zj ⊗ xj+1

=
m−2∑
j=0

zj ⊗ xj+1 + h⊗ xm

=
m−1∑
j=1

zj−1 ⊗ xj −
m−1∑
j=0

haj ⊗ xj

= −ha0 ⊗ 1 +
m−1∑
j=1

(zj−1 − haj)⊗ xj

がわかる.よって {
xzj = zj−1 − haj (1 ≤ j ≤ m− 1)

xz0 = −ha0

を得る. haj = ρm−1(aj)h = ajh (0 ≤ j ≤ m− 1)より{
zj−1 = xzj + ajh (1 ≤ j ≤ m− 1)

xz0 = −a0h

となり,よって帰納的に zj = yjh (0 ≤ j ≤ m− 1)が成り立つ.

逆に, h ∈ Aが ρm−1(α)h = hα (α ∈ B)をみたすとする. このとき{
xyj = yj−1 − aj (1 ≤ j ≤ m− 1)

xy0 = −a0

より

x
(m−1∑

j=0

yjh⊗ xj
)
=

m−1∑
j=0

xyjh⊗ xj

= xy0h⊗ 1 +
m−1∑
j=1

(yj−1 − aj)h⊗ xj
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= (−a0h)⊗ 1 +
m−1∑
j=1

(−aj)h⊗ xj +
m−1∑
j=1

yj−1h⊗ xj

= h⊗ (−a0) + h⊗ (−
m−1∑
j=1

xjaj) +
m−2∑
j=0

yjh⊗ xj+1

= h⊗ xm +
m−2∑
j=0

yjh⊗ xj+1

=
(m−1∑

j=0

yjh⊗ xj
)
x

がわかる. 次に任意のα ∈ Bについて, α(
∑m−1

j=0 yjh⊗ xj) =
∑m−1

j=0 αyjh⊗ xjおよび

(m−1∑
j=0

yjh⊗ xj
)
α =

m−1∑
j=0

yjh⊗ xjα

=
m−1∑
j=0

yjh⊗
( j∑

i=0

(
j

i

)
(−1)j−iρ−jDj−i(α)xi

)
=

m−1∑
i=0

(
m−1∑
j=i

yjh

(
j

i

)
(−1)j−iρ−jDj−i(α))⊗ xi

=
m−1∑
j=0

(m−1∑
i=j

yi

(
i

j

)
(−1)i−jρm−i−1Di−j(α)h

)
⊗ xj.

より, α(
∑m−1

j=0 yjh⊗ xj) = (
∑m−1

j=0 yjh⊗ xj)α を示すには

αyj =
m−1∑
i=j

yi

(
i

j

)
(−1)i−jρm−i−1Di−j(α) (0 ≤ j ≤ m− 1) (1.6)

を示せば十分である. これを jに関する帰納法で示す. まず ym−1 = 1より, j = m−1

のとき成り立つ. ある j (0 ≤ j ≤ m− 2)について

αyj+1 =
m−1∑
k=j+1

yk

(
k

j + 1

)
(−1)k−j−1ρm−k−1Dk−j−1(α)

が成り立つと仮定すると αai =
m∑
k=i

ak

(
k

i

)
(−1)k−iρm−kDk−i(α) (0 ≤ i ≤ m, am = 1)

yj = xyj+1 + aj+1 (0 ≤ j ≤ m− 2)
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であることより

αyj = αxyj+1 + αaj+1

= xρ(α)yj+1 +D(α)yj+1 + αaj+1

= x(
m−1∑
k=j+1

yk

(
k

j + 1

)
(−1)k−j−1ρm−kDk−j−1(α))

+
m−1∑
k=j+1

yk

(
k

j + 1

)
(−1)k−j−1ρm−k−1Dk−j(α)

+
m∑

k=j+1

ak

(
k

j + 1

)
(−1)k−j−1ρm−kDk−j−1(α)

=
m−1∑
k=j+1

(yk−1 − ak)

(
k

j + 1

)
(−1)k−j−1ρm−kDk−j−1(α)

+
m−1∑
k=j+1

yk

(
k

j + 1

)
(−1)k−j−1ρm−k−1Dk−j(α)

+
m∑

k=j+1

ak

(
k

j + 1

)
(−1)k−j−1ρm−kDk−j−1(α)

=
m−2∑
k=j

yk

(
k + 1

j + 1

)
(−1)k−jρm−k−1Dk−j(α)

−
m−1∑
k=j+1

yk

(
k

j + 1

)
(−1)k−jρm−k−1Dk−j(α)

+

(
m

j + 1

)
(−1)m−j−1Dm−j−1(α)

= yjρ
m−j−1(α) +

m−2∑
k=j+1

yk

{(
k + 1

j + 1

)
−
(

k

j + 1

)}
(−1)k−jρm−k−1Dk−j(α)

+

{(
m

j + 1

)
−
(
m− 1

j + 1

)}
(−1)m−j−1Dm−j−1(α)

= yjρ
m−j−1(α) +

m−2∑
k=j+1

yk

(
k

j

)
(−1)k−jρm−k−1Dk−j(α)

+

(
m− 1

j

)
(−1)m−j−1Dm−j−1(α)

=
m−1∑
k=j

yk

(
k

j

)
(−1)k−jDk−j(α)
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よって帰納的に式 (1.5)は成り立つ.

本章の終わりに命題 1.1.8および命題 1.1.9の別証明を与える.

命題 1.1.8の証明. 補題 1.1.6および補題 1.2.1より明らかである.

命題 1.1.9の証明. f を B[X; ρ,D] における平田分離多項式とする. このとき, 補

題 1.1.7と補題 1.2.1より適当な gi ∈ VA(B)および
∑m−1

j=0 yjhi ⊗ xj ∈ (A ⊗B A)A

(ρm−1(α)hi = hiα (α ∈ B))が存在して

1⊗ 1 =
∑
i

gi

m−1∑
j=0

yjhi ⊗ xj =
m−1∑
j=0

(
∑
i

giyjhi)⊗ xj

が成り立つ.両辺を比較すると
∑
i

giy0hi = 1,∑
i

giykhi = 0 (1 ≤ k ≤ m− 1)

であるので,帰納的に 
∑
i

gix
khi = 0 (0 ≤ k ≤ m− 2),∑

i

gix
m−1hi = 1

を得る.

逆に適当な gi, hi ∈ Aが存在して
∑
i

gix
m−1hi = 1,

∑
i

gix
khi = 0 (0 ≤ k ≤ m− 2),

αgi = giα, ρm−1(α)hi = hiα (α ∈ B),

が成り立つとする. このとき,帰納的に
∑
i

giykhi = 0 (1 ≤ k ≤ m− 1),∑
i

giy0hi = 1,

を得る.補題 1.2.1より
∑m−1

j=0 yjhi ⊗ xj ∈ (A⊗B A)
Aであり,

∑
i

gi

m−1∑
j=0

yjhi ⊗ xj =
m−1∑
j=0

(
∑
i

giyjhi)⊗ xj = 1⊗ 1

が成り立つので補題 1.1.7より f はB[X; ρ,D]における平田分離多項式である.
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注意 1.1. ここで示した命題 1.1.8および 1.1.9の証明は,宮下のそれとは違い直接

的な計算のみを用いて示される点が特徴である. しかしながら,証明の際に ρD = Dρ

および f ∈ Bρ[X]を仮定しており, [26]において宮下庸一はこのような条件を仮定

せず一般的の場合における証明を与えている.
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2 微分型歪多項式環におけるガロア多項式

本章ではBを素数標数 pとし,微分型歪多項式環B[X;D]におけるガロア多項式

について考察する. 岸本量夫によりXp − X − b ∈ B[X;D](0)はガロア多項式であ

ることが知られているが, 一般的に f = Xp −Xa − b ∈ B[X;D](0)かつ a ̸= 1の場

合, f がB[X;D]におけるガロア多項式であるか否かの判断は難しい. 一方, 永原賢

p = 2の場合に fがガロア多項式であるための必要十分条件を与えた. 本章第二節で

はこの永原の結果を素数次数 pへ拡張した定理 (定理 2.2.2)を与える. また第三節で

は p次のガロア多項式のガロア群について考察する.

2.1 序と準備

本章の内容は筆者と池畑秀一の共著論文 [45]を基としている.

A/Bを環拡大, GをAの自己同型からなる有限群とする. このとき, A/BがG-ガ

ロア拡大 (G-Galois extension)であるとは, B = AG (AにおけるGの固定環)かつ適

当なAの有限個の元の集合 {xi; yi}が存在して
∑

i xiσ(yi) = δ1,σ (σ ∈ G)が成り立つ

ときにいう. ここで δ1,σはクロネッカーのデルタである. 上の {xi; yi}をA/BのG-

ガロアシステムと言う. 良く知られているようにG-ガロア拡大は分離拡大である.

歪多項式環B[X; ρ,D]において, f ∈ B[X; ρ,D](0)がガロア多項式であるとはある

有限群Gにより剰余環 B[X; ρ,D]/fB[X; ρ,D]が B上G-ガロア拡大であるときに

いう. 本章では微分型歪多項式環B[X;D]における f = Xp −Xa− bという形の多

項式のガロア性について考察する. まず補題 1.1.5より, 次の系が導かれることに注

意しておく.

系 2.1.1. ([9, Corollary 1.7]) f = Xp−Xa−b ∈ B[X;D]について f ∈ B[X;D](0)
であるための必要十分条件は次の (1), (2)が成り立つことである.

(1) a ∈ ZD,かつ b ∈ BD.

(2) Dp(α)−D(α)a = αb− bα (α ∈ B).

B[X;D]におけるガロア多項式について,次は基本的である.

補題 2.1.2. ([21, Theorem 1.1 and Corollary 1.1], [17, Lemma 2.3]) f = Xp−X−
b ∈ B[X;D](0)とする. このとき f はB[X;D]におけるガロア多項式である. より正

確に言うと, A = B[X;D]/fB[X;D], x = X + fB[X;D]とするとき, σ(x) = x+ 1

で定められる Aの B-自己同型 σにより生成される位数 pの群 G =< σ >により,

A/BはG-ガロア拡大である.
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証明. この補題の証明はすでに知られているが, [45]において筆者と池畑秀一はこ

の補題における具体的なG-ガロアシステムを示す別証明を与えたので, ここではそ

れを記す.

まずAG = Bは明らかである. このとき,以下がA/BのG-ガロアシステムである:

{1, x, · · · , xi, · · · , xp−1 ; 1− xp−1, (p− 1)xp−2, · · · ,

(−1)i−1

(
p− 1

i

)
xp−i−1, · · · , −1} (2.1)

実際,

1 = kp−1 = (−x+ σk(x))p−1

=

p−1∑
i=0

(−1)i
(
p− 1

i

)
xiσk(xp−1−i) (1 ≤ k ≤ p− 1),

0 = (−x+ x)p−1 =

p−1∑
i=0

(−1)i
(
p− 1

i

)
xixp−1−i,

より

1 = 1− 0 = 1−
p−1∑
i=0

(−1)i
(
p− 1

i

)
xixp−1−i

= 1 · (1− xp−1) +

p−1∑
i=1

xi
{
(−1)i−1

(
p− 1

i

)
xp−1−i

}
,

0 = 1− 1 = 1−
p−1∑
i=0

(−1)i
(
p− 1

i

)
xiσk(xp−1−i)

= 1 · σk(1− xp−1) +

p−1∑
i=1

xiσk

{
(−1)i−1

(
p− 1

i

)
xp−1−i

}
(1 ≤ k ≤ p− 1),

となるので, (2.1)がA/BのG-ガロアシステムであることがわかる.

補題 2.1.2が示す通り f = Xp −X − b ∈ B[X;D](0)はB[X;D]におけるガロア多

項式であることは知られているが, 一般的に f = Xp −Xa− b ∈ B[X;D]かつ a ̸= 1

のとき, f がガロア多項式であるか否かを判断するのは難しい. これに関して,永原

賢は p = 2の場合に次を示した.

命題 2.1.3. ([29, Theorem 3.7]) Bの標数を 2, f = X2 −Xa− b ∈ B[X;D](0)と

する. ことのとき f がB[X;D]におけるガロア多項式であるための必要十分条件は

ある適当な元 s ∈ U(Z)が存在してD(s) + as = 1が成り立つことである.
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より正確に言えば, [29]において永原は f = X2−Xa− bがB[X;D]におけるガロ

ア多項式であるとき,すなわち, B[X;D]/fB[X;D]がある有限群Gにより B上G-

ガロア拡大であるとき, Gの位数は必然的に 2になることを示した. この場合,さら

にGはD(s) + as = 1をみたす s ∈ U(Z)により σs(x) = x+ s−1 と定められるAの

B-自己同型 σにより生成される群であることが示されている.

2.2 p次のガロア多項式

この節では命題 3.2.2を素数次数 pに拡張することを目標とする. 以下, f = Xp −
Xa− b ∈ B[X;D](0), A = B[X;D]/fB[X;D], x = X + fB[X;D]とする. まず次の

補題を示す.

補題 2.2.1. 任意の s ∈ U(Z)に対し, Dp−1(sp−1) = −s−1(sD)p−1(s).

証明. W = sX + 1とおけば αW = Wα + sD(α) (α ∈ B) より B[X;D] =

B[W ; sD]がわかる.このとき,

(X + s−1)p = (s−1W )p = (s−1)pW p + (s−1 · sD)p−1(s−1)W

= (s−1)pW p +Dp−1(s−1)W

= (s−1)p(sX + 1)p +Dp−1(s−1)(sX + 1)

= (s−1)p{(sX)p + 1}+Dp−1(s−1)sX +Dp−1(s−1)

= (s−1)p{spXp + (sD)p−1(s)X + 1}+Dp−1(s−1)sX +Dp−1(s−1)

= Xp + {(s−1)p(sD)p−1(s) +Dp−1(s−1)s}X + (s−1)p +Dp−1(s−1)

となる.一方で [19, page 190, Exercises 8]より

(X + s−1)p = Xp + (s−1)p +Dp−1(s−1)

であるので (s−1)p(sD)p−1(s)+Dp−1(s−1)s = 0,すなわちDp−1(sp−1) = −s−1(sD)p−1(s)

を得る.

ここで命題 3.2.2の一般化として,第 2章における主定理である次を得る.

定理 2.2.2. f = Xp−Xa−b ∈ B[X;D](0)とする.このとき fがB[X;D]における

ガロア多項式であり,そのガロア群がある適当な元s ∈ U(Z)を用いてσs(x) = x+s−1

と定められる Aの B-自己同型 σsによって生成される位数 pの群G =< σs >なら

ば, s−1(sD)p−1(s) + sp−1a = 1となる.

逆にある適当な元 s ∈ U(Z)で s−1(sD)p−1(s)+sp−1a = 1を満たすものが存在する

ならば, f はB[X;Dにおけるガロア多項式であり, そのガロア群は σs(x) = x+ s−1

で定められるAのB-自己同型 σsによって生成される群G =< σs >である.
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証明. f がガロア多項式であり,そのガロア群がある適当な s ∈ U(Z)を用いて

σs(x) = x+ s−1で定義される σsによって生成される位数 pの群G =< σs >とする.

σs(x
p − xa− b) = 0より

(x+ s−1)p − (x+ s−1)a− b = xp + (s−1)p +Dp−1(s−1)− xa− s−1a− b

= (s−1)p +Dp−1(s−1)− s−1a = 0

となる.このとき1+Dp−1(sp−1) = sp−1aであり,したがって補題2.1.2よりs−1(sD)p−1(s)+

sp−1a = 1を得る.

逆に s−1(sD)p−1(s)+sp−1a = 1を満たす s ∈ U(Z)が存在すると仮定する. ∆ = sD

とおけば, Hochschildの公式 [23, Theore 25.5]と補題 2.1.1より

∆p = (sD)p = spDp + (sD)p−1(s)D

= sp(aD + Ib) + (sD)p−1(s)D

= {sp−1a+ s−1(sD)p−1(s)}sD + Ispb

= ∆+ Ispb

となる.ここで Y = sXとおく.このとき

αY = Y α +∆(α) かつ αY p = Y pα +∆p(α) (α ∈ B)

より, B[X;D] = B[Y ; ∆]かつ

Y p − Y − spb = (sX)p − sX − spb

= spXp + (sD)p−1(s)X − sX − spb

= sp(Xp − aX − b) = spf

がわかる. 補題 2.1.2より g = Y p − Y − spb = spf は B[Y ; ∆]におけるガロア

多項式であり,そのガロア群の位数は pである. したがって B[X;D] = B[Y ; ∆]と

fB[X;D] = B[X;D]f = gB[Y ; ∆] = B[Y ; ∆]gより f はB[X;D]におけるガロア多

項式である. A = B[X;D]/fB[X;D]と x = X + fB[X;D] ∈ Aを思い出そう. この

とき補題 2.1.2よりA/Bのガロア群は σs(
∑

i x
idi) =

∑
i(x+ s−1)idiによって定義さ

れる位数 pのB-環準同型 σs : A→ Aによって生成されるG =< σs >であることが

わかる.

注意 2.1. 定理 2.2.2において,補題 2.1.2の証明と同様の計算により

{1, sx, · · · , (sx)i, · · · , (sx)p−1 ; 1− (sx)p−1, (p− 1)(sx)p−2, · · · ,

(−1)i−1

(
p− 1

i

)
(sx)p−1−i, · · · ,−1}

がA/BのG-ガロアシステムであることが示される.
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注意 2.2. [29]において,永原はBの標数が 2のとき, f = X2−Xa− bがB[X;D]

におけるガロア多項式であるならば, そのガロア群の位数は必然的に 2になること

を示した. したがってBの標数が pのとき, f = Xp −Xa − bがB[X;D]における

ガロア多項式であるならば, そのガロア群の位数は pになることが予想されるが,こ

れはまだ示せていない.

[26, Theorem 3.2]より, f = Xp −Xa − b ∈ B[X;D](0)が分離多項式であるため

の必要十分条件はある適当な y ∈ VA(B)が存在して D̃p−1(y)− ya = 1となることで

ある. これに関連して,補題 2.2.1と定理 2.2.2により次の系を得る.

系 2.2.3. f = Xp −Xa− b ∈ B[X;D](0)とする. このとき,ある適当な y ∈ Zが

存在してDp−1(y) − ya = 1かつ y = −sp−1 (s ∈ U(Z))となれば, f はガロア多項

式であり,そのガロア群は σs(x) = x + s−1で定められるAのB-自己同型 σsによっ

て生成される群G =< σs >である. 逆に f がガロア多項式であり, そのガロア群が

ある適当な s ∈ U(Z)を用いて σs(x) = x+ s−1で定められるAのB-自己同型 σsに

よって生成される位数 pの群G =< σs >ならば, y = −sp−1かつ Dp−1(y)− ya = 1

となる.

系 2.2.3より次の系が直ちに導かれる.

系 2.2.4. ([45, Corollary 2.5]) f = Xp −Xa− b ∈ B[X;D](0)とする.このとき適

当なZDの可逆元 uが存在して up−1 = aとなれば, f はガロア多項式であり,そのガ

ロア群は σ−1
u (x) = x+ uで定義される σu−1によって生成される群G =< σu−1 >で

ある.

2.3 自己同型群

この節においても f = Xp − Xa − b ∈ B[X;D](0), A = B[X;D]/fB[X;D],

x = X + fB[X;D] ∈ Aとする. ここからは自己同型群Aut(A/B)について考察す

る. まず次の補題を示す.

補題 2.3.1. VA(B) = Z とする.このとき任意の B-環準同型 σ に対し, 適当な

u ∈ Zが存在して σ(x) = x+ sとなる. したがって σは自己同型である.

証明. 任意のα ∈ Bに対しαx = xα+D(α)よりασ(x) = σ(x)α+D(α),したがっ

て σ(x)− x ∈ VA(B) = Zを得る.
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上の補題で VA(B) = Zを仮定したが,いつ VA(B) = Zとなるのだろうか. これに

ついて以下の補題を示す.

補題 2.3.2. D(Z)で生成されるZのイデアルが非零因子を含めば, VA(B) = Zと

なる.

証明. g = xp−1dp−1 + xp−2dp−2 + · · ·+ xd1 + d0を任意の VA(B)の元とする. 任意

の α ∈ Bに対し αg = gαであることより

αdp−1 = dp−1α かつ (p− 1)D(α)dp−1 = dp−2α− αdp−2

となる. また仮定より, 適当な ui, vi ∈ Zが存在して
∑

iD(ui)vi = cが Zの非零因

子となる. D(ui)dp−1 = 0より
∑

iD(ui)vidp−1 = cdp−1 = 0,したがって dp−1 = 0を

得る. これを繰り返せば g = d0 ∈ Zが示される.

ここで次のようにZ0を定める:

Z0 = {u ∈ Z |up +Dp−1(u) = ua}.

このときZ0はZの加法的な部分群となる. 任意の u ∈ Z0に対し次のようにB-環準

同型 τuを定める:

τu : A −→ A, τu(

p−1∑
i=0

xidi) =

p−1∑
i=0

(x+ u)idi.

容易にわかるように, 0ではない u ∈ Z0に対し τuの位数は pである. また任意の

v ∈ Z0について τuτv = τu+vであることより { τu| u ∈ Z0}はAut(A/B)の部分群で

ある. このとき次の定理を得る.

定理 2.3.3. VA(B) = Zとする.このとき以下が成り立つ :

(1) Aut(A/B) = { τu| u ∈ Z0}(∼= Z0)となる. したがってAut(A/B)はアーベル

群であり, 1ではないAut(A/B)の元の位数は pである.

(2) 任意の u ∈ Z0に対し, uがZで可逆ならばA/Bは< τu >-ガロア拡大である.

(3) 任意の u ∈ Z0に対し, uが Zの零因子ならばA/Bは< τu >-ガロア拡大では

ない.

(4) 任意の u ∈ Z0に対し, A/Bが< τu >-ガロア拡大であり,かつ u ∈ ZDならば

uはZで可逆である.
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証明. (1) σ ∈ Aut(A/B)とすると,補題 2.3.1よりある適当な u ∈ Z を用いて

σ(x) = x+ uと書ける. また σ(xp − xa− b) = 0より定理 2.2.2の証明と同様の計算

により up +Dp−1(u) = uaを得る.

(2) uは Z0 で可逆とし, s = u−1 とおく. このとき補題 2.2.1をにより, up +

Dp−1(u) = uaから s−1(sD)p−1(s) + sp−1a = 1が導かれる. したがって定理 2.2.2

よりA/Bは< τu >-ガロア拡大である.

(3) uが Z の零因子のとき, 適当な v ∈ Z が存在して uv = 0となる. このとき

τ(xv) = τ(x)v = (x+ u)v = xvよりB ⫋ Aτuがわかる. よってA/Bは< τu >-ガロ

ア拡大ではない.

(4) {αj; βj}をA/Bの< τu >-ガロアシステムとする. すなわち
∑

j αjβj = 1かつ∑
j αjτu(βj) = 0が成り立つ. ここで βj =

∑p−1
i=0 x

idijとおけば,

τu(βj) =

p−1∑
i=0

(x+ u)idij =

p−1∑
i=0

( i∑
k=0

(
i

k

)
xkui−k

)
dij =

p−1∑
k=0

xk
( p−1∑

i=k

(
i

k

)
ui−kdij

)
,

より

βj − τu(βj) =

p−1∑
k=0

xkdkj −
p−1∑
k=0

xk
( p−1∑

i=k

(
i

k

)
ui−kdij

)
=

p−1∑
k=0

xk
(
dkj −

p−1∑
i=k

(
i

k

)
ui−kdij

)
=

p−1∑
k=0

xk
(
−

p−1∑
i=k+1

(
i

k

)
ui−kdij

)
を得る.したがって

1 = 1− 0 =
∑
j

αjβj −
∑
j

αjτu(βj)

=
∑
j

αj(βj − τu(βj))

=
∑
j

αj

(
−

p−1∑
k=0

p−1∑
i=k+1

xk
(
i

k

)
ui−k−1dij

)
u

となり, uはZで可逆であることが示される.
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3 弱分離多項式と弱擬似分離多項式

本章では環上の弱分離多項式および弱擬似分離多項式について考察する. [5]にお

いて,浜口直樹と中島惇により分離拡大および擬似分離拡大の一般化として弱分離拡

大および弱擬似分離拡大が導入し, 可換環上の弱分離多項式環や歪多項式環におけ

る弱分離多項式および弱擬似分離多項式について考察した. 本章では彼らの結果を

より精密化および一般化することを目標とする. 第二節では可換環上のモニック多

項式 f(X)について,その弱分離性を判別式 δ(f(X))および導関数 f ′(X)を用いて特

徴づける. 第三節では歪多項式環における弱分離多項式の必要十分条件を与え, これ

により歪多項式環における分離性と弱分離性の差異を示す定理を与える.

3.1 序と準備

本章の内容は筆者の論文 [50]を基としている.

A/B を環拡大, M を両側 A-A-加群, xおよび y を任意の Aの元とする. この

とき加法的な写像 D : A −→ M が AからM への B-微分であるとは, D(xy) =

D(x)y + xD(y)および任意の α ∈ B についてD(α) = 0となるときにいう. さら

にD(x)y = yD(x)となるときDは中心的であるといい, ある適当なm ∈M により

D(x) = mx− xmとなるときDは内部的であるという.

環拡大A/Bが分離拡大であるとは a⊗ b 7→ abで定められるA⊗B AからAへの

A-A-準同型が分裂することであったが, 次の補題は定義から容易に示される.

補題 3.1.1. ([4, Satz 4.2]) 環拡大A/Bについて,次は同値である.

(1) A/Bは分離拡大である.

(2) 任意の両側A-加群Mについて, AからMへのB-微分D : A −→Mはすべて

内部的である.

[34]において, 中井喜和は微分加群を用いて可換環の分離拡大の一般化として擬似

分離拡大 (quasi-separable extension)を導入したが, これに関して小松弘明は非可換

環の疑似分離拡大を次のように特徴づけた.

補題 3.1.2. ([22, Lemma 2.1]) 環拡大A/Bについて次は同値である.

(1) A/Bは擬似分離拡大である.

(2) 任意の両側A-加群Mについて, AからMへの中心的B-微分D : A −→Mは

すべて零である.
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このような背景の中,近年 [5]において, 浜口直樹と中島惇は分離拡大と擬似分離

拡大の一般化として次の定義を与えた.

定義 3.1.3. ([5, Definition 2.1]) (1) 環拡大 A/Bが弱分離拡大 (weakly separable

extension)であるとは, AからAへのB-微分D : A −→ Aがすべて内部的であると

きにいう.

(2) 環拡大A/Bが弱擬似分離拡大 (weakly quasi-separable extension)であるとは,

AからAへの中心的B-微分D : A −→ Aがすべて零であるときにいう.

明らかに弱分離拡大は分離拡大であり,弱擬似分離拡大は擬似分離拡大である. さ

らに, [22, Theorem 2.4]により分離拡大は擬似分離拡大であることが知られている.

可換環拡大においては弱分離拡大と弱擬似分離拡大は一致する.

例 3.1. ([5, Example 2.2]) 弱分離拡大であるが分離拡大でない例を示そう. Aを

可換環, M2(A)をA上の 2次行列環とする. このとき以下のようなM2(A)の部分集

合 T2, R2を考える:

T2 =

{[
r s

0 t

] ∣∣∣∣∣ r, s, t ∈ A

}
, R2 =

{[
r 0

0 r

] ∣∣∣∣∣ r ∈ A

}
.

このとき T2は単位元

[
1 0

0 1

]
を共有する R2の拡大環となる. ここでD : T2 −→

T2 を任意の R2-微分とし, {Eij} (1 ≦ i, j ≦ 2)を行列単位とする. T2 において

{E11, E12, E22}がR2上の基底なので, Dはこれらの像により定められる. このとき,

適当な a, b ∈ Aにより

D(E11) =

[
0 a

0 0

]
, D(E12) =

[
0 b

0 0

]
, D(E22) =

[
0 −a
0 0

]

となることが容易に確かめられる. 従って任意の

[
r s

0 t

]
∈ T2 について,

D

([
r s

0 t

])
=

[
0 ra+ sb− ta

0 0

]

=

[
b −a
0 0

][
r s

0 t

]
−

[
r s

0 t

][
b −a
0 0

]

となるので Dは内部的であり,よって T2/R2 は弱分離拡大である. また Dが中心

的であるとすると, 任意の

[
r s

0 t

]
,

[
u v

0 w

]
∈ T2 について u(ra + sb − ta) =
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(ra + sb− ta)wが成り立ち,これより a = b = 0を得る. 従ってDは零であり,すな

わち T2/R2は弱疑似分離拡大である.

一方で, T2/R2は分離拡大でないことを示そう. 以下のような T2からR2への写像

φを考える:

φ : T2 ∋

[
r s

0 t

]
−→

[
r 0

0 r

]
∈ R2.

このとき φは環準同型であり,任意の y ∈ R2について φ(y) = yとなる. よって, も

し T2/R2は分離拡大ならば [40, Proposition 1]より, 適当な中心ベキ等元 e ∈ Aが

存在して任意の x ∈ T2について φ(x)e = exかつ φ(e) = 1が成り立つ. T2におけ

る任意の中心ベキ等元は適当なAのベキ等元 ξを用いて

[
ξ 0

0 ξ

]
と表されるので,

φ(x)e = exより e = 0となり,これは φ(e) = 1に矛盾する. よって T2/R2は分離拡

大でない.

歪多項式環 B[X; ρ,D]において, f ∈ B[X; ρ,D](0)が B[X; ρ,D]における弱分離

多項式 (resp. 弱擬似分離多項式)であるとは, 剰余環B[X; ρ,D]/fB[X; ρ,D]がB上

弱分離拡大 (resp. 弱擬似分離拡大)であるときにいう. 第二節では可換上の弱分離

多項式について,また第三節では歪多項式環における弱分離多項式および弱擬似分離

多項式について考察する.

3.2 可換環上の弱分離多項式

本節では可換環上の弱分離多項式について考察する. 第一章の補題1.1.6で見たよう

に,環拡大A/Bが分離拡大であるための必要十分条件は適当な
∑

j xj⊗yj ∈ (A⊗BA)
A

が存在して
∑

j xjyj = 1が成り立つことであった. これに関連して,可換環拡大にお

ける弱分離性について次が成り立つ.

補題 3.2.1. A/Bを可換環拡大とする. このとき,適当な
∑

j xj ⊗ yj ∈ (A⊗B A)
A

が存在して
∑

j xjyjがAにおける非零因子となるならば, A/Bは弱分離拡大である.

証明. Dを任意の AのB-微分とし, 適当な
∑

j xj ⊗ yj ∈ (A ⊗B A)
Aが存在して∑

j xjyj がAにおける非零因子であるとする. また,以下のA-B-準同型を考える:

A⊗B A −→ A⊗B A −→ A

x⊗ y 7−→ x⊗D(y) 7−→ xD(y)

任意の α ∈ Aについて α
∑

j xj ⊗ yj =
∑

j xj ⊗ yjαより

α
∑
j

xjD(yj) =
∑
j

xjD(yjα) =
∑
j

xjD(yj)α +
∑
j

xjyjD(α)
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がわかる.よって
∑

j xjyjD(α) = 0を得る. 仮定より
∑

j xjyj は Aにおける非零因

子であるので, D(α) = 0である. したがってA/Bは弱分離拡大である.

例 3.2. Bを環, Gを位数nの有限群, A = B[G] (GのB上の群環)とする. このと

き,
∑

g∈G g⊗g−1 ∈ (A⊗BA)
Aであることは容易に示される. よってn (=

∑
g∈G gg

−1)

が可逆元であれば, A/Bは分離拡大である. Bが可換環でGが位数 nのアーベル群

の場合, 補題 3.2.1よりnがAにおいて非零因子であれば, A/Bは弱分離拡大である.

これはBが非可換環でGが位数 nのアーベル群の場合でも成り立つ. 実際, 任意の

AのB-微分Dと α ∈ Aについて,

α
∑
g∈G

gD(g−1) =
∑
g∈G

gD(g−1α) =
∑
g∈G

gD(g−1)α +
∑
g∈G

gg−1D(α).

となるが, D(g−1)がAの中心の元であることより nD(α) = 0を得る. したがって n

がAにおいて非零因子であればD = 0となり, よってA/Bは弱分離拡大である.

ここからはBを可換環とし, B上の多項式環B[X]における弱分離多項式につい

て考察する. [29]において永原賢は B[X]における分離多項式 f(X)をその導関数

f ′(X)および判別式 δ(f(X))を用いて次のように特徴付けた.

命題 3.2.2. ([29, Theorem 2.3]) Bを可換環, f(X)をB[X]におけるモニック多

項式とする. このとき以下は同値である.

(1) f(X)はB[X]における分離多項式である.

(2) f ′(X)はB[X]/(f(X))において可逆である.

(3) δ(f(X))はBにおいて可逆である.

[5]において浜口直樹と中島惇はB[X]における f(X) = Xm −Xa− bという形の

多項式について,以下が同値であることを示した:

(1) f(X) = Xm −Xa− bはB[X]における弱分離多項式である.

(2) f ′(X)がB[X]/(f(X))における非零因子である.

(3) δ(f(X))がBにおける非零因子である.

本節では上記の浜口と中島の結果を一般のモニック多項式 f(X)に拡張した次の

結果を与える.

定理 3.2.3. Bを可換環, f(X)をB[X]におけるモニック多項式とする. このと

き以下は同値である.

(1) f(X)はB[X]における弱分離多項式である.

(2) f ′(X)がB[X]/(f(X))における非零因子である.

(3) δ(f(X))がBにおける非零因子である.
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証明. [29, Theorem 1.3]において, (2)と (3)が同値であることはすでに知られて

いる. ここでは (1)と (2)が同値であることを示す. f(X) = Xm+Xm−1am−1+ · · ·+
Xa1 + a0 ∈ B[X], A = B[X]/(f(X)), x = X + (f(X))とする.

(2) =⇒ (1). f ′(X)がB[X]/(f(X))における非零因子であるとする. 第一章の補題

1.2.1により

(A⊗B A)
A = {

m−1∑
j=0

yjh⊗ xj) |h ∈ A}

なので,
∑m−1

j=0 yj ⊗ xj ∈ (A ⊗B A)
Aである. また f ′(x) =

∑m−1
j=0 yjx

j であることは

容易に確かめられる. いま f ′(x)はAにおける非零因子なので,補題 3.2.1より f(X)

はB[X]における弱分離多項式である.

(1) =⇒ (2). f(X)をB[X]における弱分離多項式とし, g(x) = g(X) + (f(X)) ∈ A

(g(X) ∈ B[X])が f ′(x)g(x) = 0をみたすとする. このときD∗(X) = g(X)により

定められる B[X]の B-微分D∗について, f ′(x)g(x) = 0より明らかにD∗(f(X)) ∈
(f(X))である. よってD∗の自然な拡張として, AのB-微分DでD(x) = g(x)とな

るものが存在する. f(X)が弱分離的であることより, D(x) = g(x) = 0を得る. した

がって f ′(x)はAにおける非零因子である.

定理 3.2.3より, f(X) = X2 − aX − bがB[X]における弱分離多項式であること

と δ(f(x)) = a2 +4bがBにおいて非零因子であることは同値である. 整数環Z上の
2次多項式については以下のように分類される.

例 3.3. ([5, Example 3.3]) n, m ∈ Zとする.

(1) f(X) = X2 − 2nX −mは Z[X]において分離的でない. f(X)が Z[X]におい

て弱分離的であるための必要十分条件はm ̸= −n2となることである.

(2) g(X) = X2 − (2n + 1)X −mは Z[X]において常に弱分離的である. g(X)が

Z[X]において分離的であるための必要十分条件はn2+n+m = 0となることである.

注意 3.1. 上の例 3.3でみたように,弱分離的であるが分離的でない多項式は多数

存在する. 分離多項式は様々な意味で可逆性と関係しているが,弱分離多項式は非零

因子が深く関係しているように思われる. 定理 3.2.3の他にも,例えば補題 1.1.6のよ

うに分離拡大は様々な特徴付けがされており, それらに対応する弱分離拡大のより

よい特徴付けが望まれる.

3.3 歪多項式環における弱分離多項式と弱疑似分離多項式

[5]において,浜口と中島は係数環 B が整域の場合の歪多項式環 B[X; ρ]および

B[X;D]における弱分離多項式と弱擬似分離多項式について考察した. 本節では

B[X; ρ]とB[X;D]それぞれの場合における彼らの結果をBが非可換環の場合へと

拡張する.
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3.3.1 自己同型型B[X; ρ]の場合

ここでは次のような形の f ∈ B[X; ρ](0) ∩Bρ[X]を考える:

f = Xm +Xm−1am−1 + · · ·+Xa1 + a0 =
m∑
j=0

Xjaj (am = 1, m ≥ 2).

このとき補題 1.1.3より任意の α ∈ Bについて αaj = ajρ
m−j(α) (0 ≤ j ≤ m − 1)

となることに注意しておく. さらにA = B[X; ρ]/fB[X; ρ], x = X + fB[X; ρ] ∈ A

とする. いま f ∈ Bρ[X]としているので,以下のAの自己同型 ρ̃が考えられる:

ρ̃ : A ∋
m−1∑
j=0

xjcj 7−→
m−1∑
j=0

xjρ(cj) ∈ A.

また次のように記号を定める:

Jρk = {h ∈ A |αh = hρk(α) (α ∈ B)} (k ≥ 1).

V = VA(B).

V ρ̃ = {h ∈ V | ρ̃(h) = h}.

本小節では以下で定められる Jρから Jρmへの V ρ̃-V ρ̃-準同型 τ を考える:

τ(h) = xm−1

m−1∑
j=0

ρ̃j(h) + xm−2

m−2∑
j=0

ρ̃j(h)am−1 + · · · x
{
ρ̃(h) + h

}
a2 + ha1

=
m−1∑
k=0

xk
k∑

j=0

ρ̃j(h)ak+1.

AのB-微分に関して,まず次の補題を示す.

補題 3.3.1. AのB-微分 δについて, δ(x) ∈ Jρかつ τ(δ(x)) = 0が成り立つ.

逆に τ(g) = 0をみたす g ∈ Jρについて, AのB-微分 δで δ(x) = gとなるものが

存在する.

証明. δをAのB-微分とする. このとき,任意のα ∈ Bについてαδ(x) = δ(αx) =

δ(xρ(α)) = δ(x)ρ(α) ,すなわち δ(x) ∈ Jρがわかる. また δ(xk) = xk−1
∑k−1

i=0 ρ̃
i(δ(x))

(k ≥ 2) より

0 = δ(
m∑
k=0

xkak) =
m−1∑
k=0

δ(xk+1)ak+1 =
m−1∑
k=0

xk
k∑

j=0

ρ̃j(δ(x))ak+1 = τ(δ(x)) (3.1)

を得る.
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逆に g = g0+fB[X; ρ] ∈ Jρ (g0 ∈ B[X; ρ])が τ(g) = 0をみたすとき, αg0 = g0ρ(α)

(α ∈ B)よりB[X; ρ]のB-微分 δ∗で δ∗(X) = g0となるものが定められる. このとき

τ(g) = 0より δ∗(f) ∈ fB[X; ρ]が確かめられるので, δ∗の自然な拡張としてAのB-

微分 δで δ(x) = gとなるものが存在する.

[5, Theorem 4.1.4]において, Bが整域の場合のB[X; ρ]における弱分離多項式の

必要十分条件が与えられた. この結果はBが非可換環の場合において次のように拡

張される.

定理 3.3.2. f = Xm +Xm−1am−1 + · · ·+Xa1 + a0 ∈ B[X; ρ](0) ∩Bρ[X]とする.

このとき f がB[X; ρ]における弱分離多項式であるための必要十分条件は次が成り

立つことである :

{g ∈ Jρ | τ(g) = 0} = {x(ρ̃(h)− h) |h ∈ V }.

証明. まず,常に {g ∈ Jρ | τ(g) = 0} ⊃ {x(ρ̃(h)− h) |h ∈ V } が成り立つことに注
意しておく. 実際,任意の h ∈ V について,

∑m−1
k=0 x

k(ρ̃k(h) − ρ̃m(h))ak = 0となり,

したがって

τ(x(ρ̃(h)− h)) =
m−1∑
k=0

xk
k∑

j=0

ρ̃j(x(ρ̃(h)− h))ak+1

= xm
m−1∑
j=0

ρ̃j(ρ̃(h)− h) +
m−2∑
k=0

xk+1

k∑
j=0

ρ̃j(ρ̃(h)− h)ak+1

= (−
m−1∑
k=0

xkak)(ρ̃
m(h)− h) +

m−1∑
k=1

xk(ρ̃k(h)− h)ak

=
m−1∑
k=0

xk(ρ̃k(h)− ρ̃m(h))ak

= 0

を得る.

{g ∈ Jρ | τ(g) = 0} = {x(ρ̃(h) − h) |h ∈ V }を仮定する. このとき任意のAのB-

微分 δについて, 補題 3.3.1より δ(x) ∈ {g ∈ Jρ | τ(g) = 0}である. よって仮定より適

当な h ∈ V により δ(x) = x(ρ̃(h)−h) = hx−xhと表される. これより任意のw ∈ A

について δ(w) = hw − whとなるので δは内部的であり, したがって f はB[X; ρ]に

おける弱分離多項式である.

逆に fをB[X; ρ]における弱分離多項式であると仮定し, p ∈ {g ∈ Jρ | τ(g) = 0}と
する. このとき補題 3.3.1よりAのB-微分 δで δ(x) = pをみたすものを構成できる.

fが弱分離的であることより,適当なh ∈ V により p = δ(x) = hx−xh = x(ρ̃(h)−h)
となる. したがって {g ∈ Jρ | τ(g) = 0} ⊂ {x(ρ̃(h)− h) |h ∈ V }がわかる.
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定理 3.3.2により,浜口直樹と中島惇が与えた次の結果を得る.

系 3.3.3. ([5, Theorem 4.1.4 (ii)]) Bを整域, ρの位数をm, f = Xm − u (u ̸=
0) ∈ B[X; ρ](0)とする. このとき f がB[X; ρ]における弱分離拡大であるための必要

十分条件は次が成り立つことである :

{b ∈ B |
m−1∑
j=0

ρj(b) = 0} = {ρ(c)− c | c ∈ B}.

証明. まずこの場合の V ρ̃-V ρ̃-準同型 τ は

τ : Jρ −→ V, τ(g) = xm−1

m−1∑
j=0

ρ̃j(g)

であることに注意しておく. Bが整域であることから, Jρ = {xb | b ∈ B}かつ V = B

であることが容易に確かめられる. τ(xb) = 0 (b ∈ B)のとき,

0 = τ(xb) = xm−1

m−1∑
j=0

ρ̃j(xb) = u
m−1∑
j=0

ρj(b)

となるので, u ̸= 0より
∑m−1

j=0 ρ
j(b) = 0を得る. よって定理 3.3.2より系 3.3.3が示

される.

定理 3.3.2により, B[X; ρ]における分離多項式と弱分離多項式の差異を次のよう

に特徴付けることができる.

定理 3.3.4. ρの位数をm, f = Xm +Xm−1am−1 + · · ·+Xa1 + a0 ∈ B[X; ρ](0) ∩
Bρ[X]とする. またC(A)をAの中心, Ixを xによって定められるAの内部微分 (す

なわち, Ix(h) = hx− xh (h ∈ A))とする. .

(1) f がB[X; ρ]における弱分離多項式であるための必要十分条件は, V ρ̃-V ρ̃-準同

型からなる次の列が完全系列であることである :

0 −→ C(A)
inj−→ V

Ix−→ Jρ
τ−→ V ρ̃.

(2) f がB[X; ρ]における分離多項式であるための必要十分条件は, V ρ̃-V ρ̃-準同型

からなる次の列が完全系列であることである :

0 −→ C(A)
inj−→ V

Ix−→ Jρ
τ−→ V ρ̃ −→ 0.
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証明. まず任意の g ∈ Jρについて, ρ̃j(g)aj = gaj (0 ≤ j ≤ m − 1)に注意すれば

Im τ ⊂ V ρ̃であることが確かめられる.

(1) 定理 3.3.2より自明である.

(2) 分離多項式は弱分離多項式であるこより, 定理の主張を示すには Im τ = V ρ̃

を示せば十分である. 第一章の命題 1.1.8より, f が B[X; ρ]における分離多項式で

あるための必要十分条件は適当な h ∈ Aが存在して ρm−1(α)h = hα (α ∈ B)かつ∑m−1
j=0 yjhx

j = 1が成り立つことであった. いまρの位数はmなので,明らかにh ∈ Jρ
である. さらに yjx

j =
∑m−1

k=j x
kak+1より,

1 =
m−1∑
j=0

yjx
j ρ̃j(h) =

m−1∑
j=0

{
m−1∑
k=j

xkak+1}ρ̃j(h) =
m−1∑
k=0

xk
k∑

j=0

ρ̃j(h)ak+1 = τ(h)

を得る. これは Im τ = V ρ̃を意味する.

注意 3.2. ここまで本小節において f ∈ B[X; ρ](0) ∩ Bρ[X]を仮定していたが, 一

般的にB[X; ρ](0)における多項式が常にBρ[X]に含まれるとは限らない. これに関

して, [9, Corollary 1.5]においてBが半単純環ならば, B[X; ρ](0)における多項式は

常にC(Bρ)[X] (C(Bρ)はBρの中心)に含まれることが示されている.

本小節の最後にB[X; ρ]における弱擬似分離多項式について考察する. [5, Theorem

4.1.1]において,浜口と中島はBが整域の場合, B[X; ρ](0)に含まれる多項式はすべて

弱擬似似分離的であることを示した. より正確に言えば,可換環Bについて, ρ ̸= 1

で {ρ(c)− c | c ∈ B}がBにおける非零因子を含めば, B[X; ρ](0)に含まれるすべての

多項式は弱擬似分離的である. Bが非可換環の場合, B[X; ρ]における弱擬似分離性

について次が成り立つ.

命題 3.3.5. (1) ρ ̸= 1かつ {ρ(c) − c | c ∈ B}が B における非零因子を含めば,

B[X; ρ](0) に含まれるすべての多項式は弱擬似分離的である.

(2) f = Xm − u ∈ B[X; ρ](0)とする. このとき, mおよび uがBにおける非零因

子であれば, f はB[X; ρ]における弱擬似分離多項式である.

証明. (1) g ∈ B[X; ρ](0)とし, δをB[X; ρ]/gB[X; ρ]の中心的B-微分とする. また

x = X + gB[X; ρ] ∈ B[X; ρ]/gB[X; ρ]と定める. このとき,任意の α ∈ Bについて,

δ(x)(ρ(α)− α) = 0となることが容易にわかる. よって {ρ(c)− c | c ∈ B}がBにお

ける非零因子を含めば, δ = 0となる.

(2) δをAの中心的B-微分で δ(x) =
∑m−1

j=0 x
jdjとする. このとき,帰納的に δ(xk) =

kxk−1δ(x) (k ≧ 1)であることが示され, さらに xm = uより

0 = δ(xm) = mxm−1

m−1∑
j=0

xjdj = mxm−1d0 +m

m−2∑
j=0

xjudj+1
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となる. よってmd0 = 0およびmudj = 0 (1 ≤ j ≤ m− 1)を得るので, mと uがB

における非零因子であれば, δ = 0となる.

3.3.2 微分型B[X;D]の場合

本小節を通してBの標数を素数 pとし, 次のような p-多項式 f ∈ B[X;D](0)を考

える:

f = Xpe +Xpe−1

be + · · ·+Xpb2 +Xb1 + b0 =
e∑

j=0

Xpjbj+1 + b0 (be+1 = 1).

ここで補題 1.1.5より{
b0 ∈ BD, bj+1 ∈ ZD (0 ≤ j ≤ e− 1),∑e

j=0D
pj(α)bj+1 = b0α− αb0 (α ∈ B)

となることに注意しておく. またA = B[X;D]/fB[X;D], x = X + fB[X;D] ∈ A

とする. f ∈ BD[X]であることより,以下のようなAの (内部)微分 D̃が考えられる:

D̃ : A ∋
pe−1∑
j=0

xjcj 7−→
pe−1∑
j=0

xjD(cj) ∈ A.

このとき次のように記号を定める:

V = VA(B)

D̃(V ) = {D̃(h) |h ∈ V }
V D̃ = {v ∈ V | D̃(v) = 0}

本小節では以下のよに定められる V から V D̃への V D̃-V D̃-準同型 τ を考える:

τ(h) = D̃pe−1(h) + D̃pe−1−1(h)be + · · ·+ D̃p−1(h)b2 + hb1

=
e∑

j=0

D̃pj−1(h)bj+1.

初めにAのB-微分に関する補題を 2つ示す .

補題 3.3.6. δがAの微分ならば,次が成り立つ :

δ(xk) =
k−1∑
j=0

(
k

j

)
xjD̃k−1−j(δ(x)) (k ≥ 2). (3.2)
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証明. 帰納法を用いて示す. まず k = 2のとき (3.3)が成り立つのは明らかである.

δ(xk) =
∑k−1

j=0

(
k
j

)
xjD̃k−1−j(δ(x))が成り立つと仮定すると,

δ(xk+1) = δ(xk)x+ xkδ(x)

=
k−1∑
j=0

(
k

j

)
xjD̃k−1−j(δ(x))x+ xkδ(x)

=
k−1∑
j=0

(
k

j

)
xj
{
xD̃k−1−j(δ(x)) + D̃k−j(δ(x))

}
+ xkδ(x)

=
k−1∑
j=0

(
k

j

)
xj+1D̃k−1−j(δ(x)) +

k−1∑
j=0

(
k

j

)
xjD̃k−j(δ(x)) + xkδ(x)

= kxkδ(x) +
k−1∑
j=1

(
k

j − 1

)
xjD̃k−j(δ(x))

+
k−1∑
j=1

(
k

j

)
xjD̃k−j(δ(x)) + D̃k(δ(x)) + xkδ(x)

= (k + 1)xkδ(x) +
k−1∑
j=1

{( k

j − 1

)
+

(
k

j

)}
xjD̃k−j(δ(x)) + D̃k(δ(x))

= (k + 1)xkδ(x) +
k−1∑
j=1

(
k + 1

j

)
xjD̃k−j(δ(x)) + D̃k(δ(x))

=
k∑

j=0

(
k + 1

j

)
xjD̃k−j(δ(x))

を得る.よって k + 1のときも (3.3)は成り立つ.

補題 3.3.7. AのB-微分Aについて, δ(x) ∈ V かつ τ(δ(x)) = 0が成り立つ.

逆に τ(g) = 0をみたす g ∈ V について, AのB-微分 δで δ(x) = gとなるものが存

在する.

証明. δをAのB-とする. このとき任意の α ∈ Bについて αδ(x) = δ(x)αとなる

ことは明らかである. また補題 3.3.6より,

0 = δ(
e∑

j=0

xp
j

bj+1 + b0) =
e∑

j=0

δ(xp
j

)bj+1 =
e∑

j=0

D̃pj−1(δ(x))bj+1 = τ(δ(x))

を得る.

逆は補題 3.3.1の証明と同様である.
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[5, Theorem 4.2.3]において, Bが整域の場合のB[X;D]における弱分離多項式の

必要十分条件が与えられたが, Bが非可換環の場合には次の結果を得る.

定理 3.3.8. f = Xpe +Xpe−1
be + · · ·+Xpb2 +Xb1 + b0 ∈ B[X;D](0)とする. こ

のとき f がB[X;D]における弱分離多項式であるための必要十分条件は次が成り立

つことである :

{g ∈ V | τ(g) = 0} = D̃(V ).

証明. まず,任意の h ∈ V について
∑e

j=0D
pj(h)bj+1 = 0であることより, 常に

{g ∈ V | τ(g) = 0} ⊃ D̃(V )が成り立つことに注意しておく.

fがB[X;D]における弱分離多項式であると仮定する. 任意の g ∈ {g ∈ V | τ(g) =
0}について, 補題 3.3.7よりAのB-微分 δで δ(x) = gとなるものが存在する. f が

弱分離的であることより,適当な h ∈ V により g = δ(x) = hx− xh = D̃(h)と表され

る.すなわち g ∈ D̃(V )を得る.

逆に {g ∈ V | τ(g) = 0} = D̃(V )を仮定する. このとき任意のAのB-微分 δに対

し, 補題 3.3.7より δ(x) ∈ {g ∈ V | τ(g) = 0}である. よって適当な h ∈ V により

δ(x) = D̃(h) = hx−xhと表される. このとき,任意のw ∈ Aについてδ(w) = hw−wh
であることは容易に確かめられる. よって δは内部的であり,したがって fはB[X;D]

における弱分離多項式である.

定理 3.3.8により,浜口直樹と中島惇が与えた次の結果を得る.

系 3.3.9. ([5, Theorem 4.2.3]) Bを素数標数 pの整域とし, f = Xp +Xb1 + b0 ∈
B[X; ρ](0)とする. このとき fがB[X;D]における弱分離多項式であるための必要十

分条件は次が成り立つことである :

{c ∈ B |Dp−1(c) + cb1 = 0} = D(B).

証明. まずこの場合の V D̃-V D̃-準同型 τ は

τ : V −→ V D̃, τ(h) = D̃p−1(h) + hb1

であることに注意しておく. よって定理 3.3.8より,系の主張を示すには V = Bであ

ることを示せば十分である. h =
∑p−1

j=0 x
jcj ∈ V とする. このとき任意の α ∈ Bに

ついて αh = hαであることより,

ciα =

p−1∑
j=i

(
j

i

)
Dj−i(α)cj (0 ≤ i ≤ p− 1)

となる. とくに cp−2α = αcp−2 + (p − 1)D(α)cp−1なので, Bが整域であることより

cp−1 = 0を得る. これを繰り返すと, h = c0 ∈ B,すなわち V = Bがわかる.
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定理 3.3.8により B[X;D]における分離性と弱分離性の差異を次のように表すこ

とができる.

定理 3.3.10. f = Xpe +Xpe−1
be + · · ·+Xpb2 +Xb1 + b0 ∈ B[X;D](0)とする.

(1) f がB[X;D]における弱分離多項式であるための必要十分条件は, V D̃-V D̃-準

同型からなる次の列が完全であることである :

0 −→ V D̃ inj−→ V
D̃−→ V

τ−→ V D̃.

(2) f がB[X;D]における分離多項式であるための必要十分条件は, V D̃-V D̃-準同型

からなる次の列が完全であることである :

0 −→ V D̃ inj−→ V
D̃−→ V

τ−→ V D̃ −→ 0.

証明. (1) 定理 3.3.8より明らかである.

(2) 分離多項式は弱分離多項式であるので, 定理の主張を示すには Im τ = V D̃を示

せば十分である. また [9, Theorem 4.1]において示されているとおり, f がB[X;D]

において分離的であるための必要十分条件は,適当な h ∈ V が存在して τ(h) = 1が

成り立つことである. これは Im τ = V D̃を意味する.

本小節の最後にB[X;D]における弱擬似分離多項式について考察する. Bが整域の

場合, [5, Theorem 4.2.1]において浜口と中島が示したとおりB[X;D](0)に含まれる

多項式はすべて弱擬似似分離的である. より正確に言えば,可換環BについてD(B)

がBにおける非零因子を含めばB[X;D](0)に含まれる多項式はすべて弱擬似似分離

的である. Bが非可換環の場合,弱擬似分離多項式について次が成り立つ.

命題 3.3.11. (1) D(B)がBにおける非零因子を含めば, B[X;D](0)に含まれる多

項式はすべて弱擬似分離的である.

(2) f = Xpe +Xpe−1
be + · · ·+Xpb2 +Xb1 + b0 ∈ B[X;D](0)とする. このとき b1

がBにおける非零因子ならば, f はB[X;D]における弱擬似分離多項式である.

証明. (1) g ∈ B[X;D](0), δ を B[X; ρ]/gB[X;D]の中心的 B-微分, x = X +

gB[X;D] ∈ B[X; ρ]/gB[X;D]とする. このとき,任意の α ∈ Bについて

δ(xα)x = δ(x)(xα +D(α)) = xδ(xα) + δ(x)D(α)

となることより, δ(x)D(α) = 0を得る. したがってD(B)が非零因子を含めば, δ = 0

となる.
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(2) δをAの中心的B-微分とする. このとき xδ(x) = δ(x)xより, D̃(δ(x)) = 0が

わかる. よって補題 3.3.7より

0 = τ(δ(x)) =
e∑

j=0

D̃pj−1(δ(x))bj+1 = δ(x)b1

となる.したがってが b1がBにおける非零因子ならば, δ = 0である.
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4 環拡大の森田同値

[25]において宮下庸一により環拡大の森田同値が導入し, 宮下はG-ガロア拡大と

フロベニウス拡大のクラスが森田不変であることを示した. また [8]において池畑秀

一は分離拡大,平田分離拡大,symmetric拡大,およびQF-拡大のクラスも森田不変で

あることを示した. 本章ではこの他に森田不変である環拡大のクラスを紹介する. 第

二節において環拡大の森田同値に関する基本的な事実を述べ, 後の証明のために補

題をいくつか準備する. 第三節において, trivial拡大, liberal拡大, depth two拡大,

強分離拡大, および弱分離拡大のクラスが森田不変であることを示す. さらに森田不

変でない環拡大の例を与える.

4.1 序と準備

本節において,環上の加群はすべて単位加群を意味する.

まず本章で用いる記号をいくつか準備する. AおよびA′を環, AMA′ および ANA′

をA-A′-加群とする. AMA′が ANA′の有限個の直和の直和因子にA-A′-同型であると

き, AMA′|ANA′と表す. また AMA′ |ANA′かつ ANA′|AMA′のとき, AMA′ ∼ ANA′と表

す. Homr(AM, AN)をM からN への左A-準同型全体からなる両側A′-加群とする.

同様にHomℓ(MA′ , NA′)をM からN への左A-準同型全体からなる両側A-加群とす

る. AMA′ が森田加群 (Morita module)であるとは, AM ∼ AAかつ Endr(AM) = A′

が成り立つときにいう. すなわち, 森田加群 AMA′が存在するとき, AとA′は環とし

て森田同値である. さらに環拡大 A/Bと Aの部分集合X,および両側 A-A-加群 S

について

VA(X) = {a ∈ A | xa = ax (x ∈ X)},
SA = {s ∈ S |αs = sα (α ∈ A)}

と定める. とくに VA(B)および VA(A)はそれぞれAにおけるBの centralizer およ

びAの中心を意味する.

本章で取り扱う環拡大を導入しよう. A/Bが trivial拡大 (trivial extension)であ

るとは,適当な両側 B-B-加群 S が存在して A = B ⊕ S であり, Aにおける積が

(b, s)(c, t) = (bc, bt + sc) (b, c ∈ B, s, t ∈ S)で与えられるときにいう. trivial拡大

は古典的な環拡大のひとつである. A/Bが liberal拡大 (liberal extension)であると

は, VA(B)の有限個の元の集合で {v1, v2, · · · , vn}でA =
∑n

i=1 viBをみたすものが

存在するときにいう. ここでの liberal拡大とは, [36]においての意味である. liberal
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拡大は centralizing拡大 (centralizing extension)と呼ばれることもある. また A/B

が左 (resp. 右) depth two 拡大 (left (resp. right) depth two extension)であるとは,

BA ⊗B AA|BAA (resp. AA ⊗B AB|AAB)が成り立つときにいう. [20]において, L.

Kadison と K. Szlachányi は depth two 拡大を次のように特徴付けた.

命題 4.1.1. ([20, Lemma 3.7] A/B が左 (resp. 右 ) depth two 拡大であるため

の必要十分条件は, 適当な ti ∈ (A ⊗B A)
B と βi ∈ Endℓ(BAB)が存在して任意の x,

y ∈ Aについて
∑

i tiβi(x)y = x ⊗ y (resp.
∑

i xβi(y)ti = x ⊗ y) が成り立つことで

ある.

最後に強分離拡大について述べよう. A/Bについて, V = VA(B)およびC = VA(A)

と定める. 第一章における分離拡大と平田分離拡大を思い出そう. 良く知られてい

るように, A/Bが平田分離拡大であるための必要十分条件は V が C-加群として有

限生成的であり AA⊗B AA
∼= AHom

ℓ(VC , AC)Aが成り立つことである (cf. [38]). [24]

において, A. Mewbornと E. McMahonは平田分離拡大の一般化として強分離拡大

を次のように定義した: A/Bが強分離拡大 (strongly separable extension)であると

は, V がC-加群として有限生成射影的でありA-A-準同型

A⊗B A ∋ x⊗ y 7−→ [v 7→ xvy] ∈ Homℓ(VC , AC)

が分裂全射であるときにいう. 明らかに強分離拡大は平田分離拡大である. さらに

[24, Proposition 3.2]において, 強分離拡大は分離拡大であることが示されている.

[41]において,菅野孝三は強分離拡大を次のように特徴づけた.

命題 4.1.2. [41, Theorem 1.1] A/Bが強分離拡大であるための必要十分条件は,

適当な vi ∈ VA(B)と
∑

j xij ⊗ yij ∈ (A⊗B A)
Aが存在して任意の u ∈ VA(B)につい

て u =
∑

i,j vixijuyijが成り立つことである.

本章ではこの他にも,第三章で述べた弱分離拡大も取り扱う.

[25]において宮下庸一は環拡大の森田同値を次のように導入した.

定義 4.1.3. 環拡大A/BとA′/B′について, 森田加群 AMA′ および BNB′ が存在

して AA ⊗B NB′ ∼= AMB′ が成り立つとき, A/Bと A′/B′は森田同値であるといい,

A/B ∼ A′/B′と表す.

実際, [25, Proposition 3.2]において,定義 4.1.3における∼は同値関係であること
が示されている. また,環拡大のクラス Cが森田不変であるとは, Cが次の性質をみ

たすときにいう: A/B ∼ A′/B′で A/Bが Cに属するならば, A′/B′も Cに属する.

本章第三節では上記で定義を述べた環拡大のクラスが森田不変であることを示す.
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4.2 環拡大の森田同値

本節では [8]で述べられている環拡大の森田同値に関する基本的な事実をまとめ,

後の証明のために補題をいくつか準備する. 本節を通してA/B ∼ A′/B′とする. す

なわち森田加群AMA′およびBNB′ が存在してAA⊗BNB′ ∼= AMB′が成り立つとする.

またN∗ = Homr(BN, BB)とし, ρ ∈ N∗による u ∈ N の像を uρで表す. BN ∼ BB

より, 2つのシステム {gk, nk}および {fj,mj} (gk, fj ∈ N∗, nk, mj ∈ N) が存在し

て
∑

k nk
gk = 1および

∑
j n

fj ·mj = n (n ∈ N)が成り立つ. このとき,写像

η : N∗ ⊗B N −→ B′, η(ρ⊗ u) = ρ · ur (urは uの右乗法)

によりN∗⊗BとBはB′-B′-同型である (逆写像 η−1は η−1(h) =
∑

j fj ⊗mj
hで与え

られる). さらに写像

ξ : N ⊗B′ N∗ −→ B, ξ(u⊗ ρ) = uρ

によりN ⊗B′ N∗とBはB-B-同型である (逆写像 ξ−1は ξ−1(b) =
∑

k b · nk ⊗ gkで

与えられる). ここで次のような写像 αを考える:

α : N∗ ⊗B A⊗B N −→ A′ = Endr(AA⊗B N)

ρ⊗ x⊗ u 7−→ [y ⊗ v 7→ y · vρ · x⊗ u]

このときαはB′-B′-同型であり, αはB′-B′-同型N∗⊗BB ∼= B′を誘導する. 実際,逆

写像α−1はα−1(h) =
∑

j fj⊗(1⊗mj)
hにより与えられる. これによりN∗⊗BA⊗BN

における積を

(ρ⊗ x⊗ u)(σ ⊗ y ⊗ v) = ρ⊗ x · uσ · y ⊗ v

と定義することができる. 明らかに
∑

j fj ⊗ 1⊗mjがN∗ ⊗B A⊗B N における単位

元であり, αは環同型である. 以上よりA′およびB′をそれぞれN∗ ⊗B A⊗B N およ

びN∗ ⊗B B ⊗B N と同一視することができる.

任意の x ∈ Aについて, x′(j,k) = fj ⊗ x⊗ nkおよび x′[j,k] = gk ⊗ x⊗mjと定める.

[8]において,池畑秀一は次のような 3つの写像を考えた:

φ : A −→ A′, φ(x) =
∑
j

fj ⊗ x⊗mj

ϕ : Endℓ(BAB) −→ Endℓ(B′A′
B′), ϕ(η) = 1⊗ η ⊗ 1

ψ : A⊗B A −→ A′ ⊗B′ A′, ψ(x⊗ y) =
∑
j,k

x′(j,k) ⊗ y′[j,k]

これらの写像について,次の 3つの補題が知られている. これらは後の定理の証明

の際にしばしば利用する.
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補題 4.2.1. [8, Lemma 2] φは環同型 VA(B) ∼= VA′(B′), VA(A) ∼= VA′(A′), および

VB(B) ∼= VB′(B′)を誘導する.

補題 4.2.2. [8, Lemma 3]

(1) ϕは環同型である.

(2) ϕは加法群の同型Homℓ(BAB, BBB) ∼= Homℓ(B′A′
B′ , B′B′

B′)を誘導する.

(3) ϕは加法群の同型Autℓ(A/B) ∼= Autℓ(A′/B′)を誘導する.

(4) Autℓ(A/B)の部分群HがAH = Bをみたすとき, A′ϕ(H) = B′が成り立つ.

補題 4.2.3. [8, Lemma 4] ψは加法群の同型 (A ⊗B A)
A ∼= (A′ ⊗B′ A′)A

′
を誘導

する.

ここからは次節における定理の証明のために補題を 2つ準備する. まず次の補題

を示す.

補題 4.2.4. ψは加法群の同型 (A⊗B A)
B ∼= (A′ ⊗B′ A′)B

′
を誘導する.

証明. まずψ((A⊗BA)
B) ⫅ (A′⊗B′A′)B

′
を示す. N⊗B′N∗ ∼= Bより,次のB′-B′-

同型 θを考えられる:

θ : A′ ⊗B′ A′ −→ N∗ ⊗B A⊗B A⊗B N,

θ((ρ⊗ x⊗ u)⊗ (σ ⊗ y ⊗ v)) = ρ⊗ x · uσ ⊗ y ⊗ v

実際,逆写像 θ−1は

θ−1(ρ⊗ x⊗ y ⊗ u) =
∑
k

(ρ⊗ x⊗ nk)⊗ (gk ⊗ y ⊗ u)

により与えられる. ここで
∑

r xr ⊗ yr ∈ (A⊗B A)
Bとする. このとき任意の

∑
ℓ ρℓ⊗

bℓ ⊗ uℓ ∈ B′について

θ(
∑
ℓ

ρℓ ⊗ bℓ ⊗ uℓ · ψ(
∑
r

xr ⊗ yr))

= θ(
∑
ℓ

ρℓ ⊗ bℓ ⊗ uℓ ·
∑
r,j,k

(fj ⊗ xr ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yr ⊗mj))

= θ(
∑
r,ℓ,j,k

ρℓ ⊗ bℓ · uℓfj · xr ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yr ⊗mj))

=
∑
r,ℓ,j

ρℓ ⊗ bℓ · u
fj
ℓ · xr ⊗ yr ⊗mj
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=
∑
ℓ,j

ρℓ ⊗ (
∑
r

xr ⊗ yr) · bℓ ⊗ u
fj
ℓ ·mj

=
∑
r,ℓ

ρℓ ⊗ xr ⊗ yr · bℓ ⊗ uℓ,

および

θ(ψ(
∑
r

xr ⊗ yr) ·
∑
ℓ

ρℓ ⊗ bℓ ⊗ uℓ)

= θ(
∑
r,j,k

(fj ⊗ xr ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yr ⊗mj) ·
∑
ℓ

ρℓ ⊗ bℓ ⊗ uℓ)

= θ(
∑
r,ℓ,j,k

(fj ⊗ xr ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yr ·mj
ρℓ · bℓ ⊗ uℓ)

=
∑
r,ℓ,j

fj ⊗ xr ⊗ yr ·mj
ρℓ · bℓ ⊗ uℓ

=
∑
ℓ,j

fj ·mj
ρℓ ⊗ (

∑
r

xr ⊗ yr) · bℓ ⊗ uℓ

=
∑
r,ℓ

ρℓ ⊗ xr ⊗ yr · bℓ ⊗ uℓ

を得る. よってψ(
∑

r xr ⊗ yr) ∈ (A′ ⊗B′ A′)B
′
であり, したがってψは (A⊗B A)

Bか

ら (A′ ⊗B′ A′)B
′
への加法群の準同型を誘導する. いま ψ(

∑
r xr ⊗ yr) = 0とすると,

0 = θ(ψ(
∑
r

xr ⊗ yr)) = θ(
∑
r,j,k

(fj ⊗ xr ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yr ⊗mj))

=
∑
r,j

fj ⊗ xr ⊗ yr ⊗mj

より

0 =
∑
r,j,k

nk
fj · xr ⊗ yr ·mj

gk =
∑
j,k

nk
fj ·mj

gk(
∑
r

xr ⊗ yr) =
∑
r

xr ⊗ yr

となるので ψは単射である. 最後に ψ((A⊗B A)
B) = (A′ ⊗B′ A′)B

′
となることを示

す. X ′ =
∑

r(
∑

λ ρrλ ⊗ xrλ ⊗ urλ)⊗ (
∑

µ σrµ ⊗ yrµ ⊗ vrµ) ∈ (A′ ⊗B′ A′)B
′
とする. 任

意の b ∈ Bについて (gs ⊗ b⊗ nℓ)X
′ = X ′(gs ⊗ b⊗ nℓ) となるのは自明である. この

とき

(gs ⊗ b⊗ nℓ)X
′ =

∑
r,λ,µ

(gs ⊗ b · nℓ
ρrλ · xrλ ⊗ urλ)⊗ (σrµ ⊗ yrµ ⊗ vrµ)

および

X ′(gs ⊗ b⊗ nℓ) =
∑
r,λ,µ

(ρrλ ⊗ xrλ ⊗ urλ)⊗ (σrµ ⊗ yrµ · vrµgs · b⊗ nℓ),
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により

b(
∑
r,λ,µ,ℓ

nℓ
ρrλ · xrλ · urλσrµ ⊗ yrµ · vrµgℓ) = (

∑
r,λ,µ,s

ns
ρrλ · xrλ · urλσrµ ⊗ yrµ · vrµgs)b

を得る. よってX =
∑

r,λ,µ,ℓ nℓ
ρrλ · xrλ · urλσrµ ⊗ yrµ · vrµgℓとおけば, X ∈ (A⊗B A)

B

である. さらに

ψ(X) =
∑

r,λ,µ,ℓ,j,k

(fj ⊗ nℓ
ρrλ · xrλ · urλσrµ ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yrµ · vrµgℓ ⊗mj)

=
∑

r,λ,µ,ℓ,j,k

(fj ⊗ nℓ
ρrλ · xrλ ⊗ urλ)(σrµ ⊗ 1⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yrµ · vrµgℓ ⊗mj)

=
∑

r,λ,µ,ℓ,j,k

(fj ⊗ nℓ
ρrλ · xrλ ⊗ urλ)⊗ (σrµ ⊗ 1⊗ nk)(gk ⊗ yrµ · vrµgℓ ⊗mj)

=
∑

r,λ,µ,ℓ,j

(fj ⊗ nℓ
ρrλ · xrλ ⊗ urλ)⊗ (σrµ ⊗ yrµ · vrµgℓ ⊗mj)

=
∑

r,λ,µ,ℓ,j

(fj ⊗ 1⊗ nℓ)(ρrλ ⊗ xrλ ⊗ urλ)⊗ (σrµ ⊗ yrµ ⊗ vrµ)(gℓ ⊗ 1⊗mj)

=
∑
ℓ,j

(fj ⊗ 1⊗ nℓ)(gℓ ⊗ 1⊗mj)X
′

= X ′

より ψ((A⊗B A)
B) = (A′ ⊗B′ A′)B

′
がわかる.

Sを両側A-加群とし, S ′ = N∗ ⊗B S ⊗B N とおく. このとき,明らかに S ′は両側

A′-加群である. またAから SへのB-微分 (B-微分については第三章を参照のこと)

およびA′から S ′へのB′-微分について,次のように定める:

DerB(A, S) = {D |DはAから SへのB-微分 }
DerB′(A′, S ′) = {D′ |D′はA′から S ′へのB′-微分 }

明らかにDerB(A, S)およびDerB′(A′, S ′)は加法により群をなす.このとき次の補

題が成り立つ.

補題 4.2.5. ϕは加法群の同型DerB(A, S) ∼= DerB′(A′, S ′)を誘導する.

証明. まず ϕ(DerB(A, S)) ⊂ DerB′(A′, S ′)を示す. D ∈ DerB(A, S)とする. この

とき,任意の x′ =
∑

λ ρλ ⊗ xλ ⊗ uλ, y
′ =
∑

µ σµ ⊗ yµ ⊗ vµ ∈ A′について

ϕ(D)(x′y′)
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= ϕ(D)(
∑
λ,µ

ρλ ⊗ xλ · uλσµ · yµ ⊗ vµ)

=
∑
λ,µ

ρλ ⊗D(xλ · uλσµ · yµ)⊗ vµ

=
∑
λ,µ

ρλ ⊗ (D(xλ) · uλσµ · yµ + xλ · uλσµ ·D(yµ))⊗ vµ

=
∑
λ,µ

(ρλ ⊗D(xλ) · uλσµ · yµ ⊗ vµ + ρλ ⊗ xλ · uλσµ ·D(yµ)⊗ vµ)

=
∑
λ,µ

((ρλ ⊗D(xλ)⊗ uλ)(σµ ⊗ yµ ⊗ vµ) + (ρλ ⊗ xλ ⊗ uλ)(σµ ⊗D(yµ)⊗ vµ))

= ϕ(D)(x′)y′ + x′ϕ(D)(y′)

を得る.また ϕ(D)(B′) = 0は明らかである. よって ϕ(D) ∈ DerB′(A′, S ′)であり, し

たがって ϕはDerB(A, S)からDerB′(A′, S ′)への加法群の準同型を誘導する. 任意の

D′ ∈ DerB′(A′, S ′)について, D′(gk ⊗ x⊗ nℓ) =
∑

λ ρkℓλ ⊗ xkℓλ ⊗ ukℓλ のとき写像 D̂′

を次のように定める:

D̂′ : A −→ S, D̂′(x) =
∑
λ,k,ℓ

nk
ρkℓλ · xkℓλ · ukℓλgℓ .

明らかに D̂′は加法群の準同型である.このとき,

π : DerB′(A′, S ′) −→ Hom(A, S), π(D′) = D̂′

と定める. 任意のD′ ∈ DerB′(A′, S ′)と x, y ∈ Aについて

D′(gk ⊗ xy ⊗ nℓ)

= D′(
∑
s

(gk ⊗ x⊗ ns)(gs ⊗ y ⊗ nℓ))

=
∑
s

(D′(gk ⊗ x⊗ ns)(gs ⊗ y ⊗ nℓ) + (gk ⊗ x⊗ ns)D
′(gs ⊗ y ⊗ nℓ))

=
∑
λ,µ,s

(ρksλ ⊗ xksλ ⊗ uksλ)(gs ⊗ y ⊗ nℓ) + (gk ⊗ x⊗ ns)(ρsℓµ ⊗ ysℓµ ⊗ usℓµ)

=
∑
λ,µ,s

(ρksλ ⊗ xksλ · uksλgs · y ⊗ nℓ + gk ⊗ x · ns
ρsℓµ · ysℓµ ⊗ usℓµ)

となることより

π(D′)(xy) =
∑

λ,µ,s,k,ℓ

(nk
ρksλ · xksλ · uksλgs · y · nℓ

gℓ + nk
gk · x · ns

ρsℓµ · ysℓµ · usℓµgℓ)

= (
∑

λ,µ,s,k

nk
ρksλ · xksλ · uksλgs)y + x(

∑
λ,µ,s,ℓ

ns
ρsℓµ · ysℓµ · usℓµgℓ)
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= π(D′)(x)y + xπ(D′)(y)

を得る. また, π(D′)(B) = 0は明らかである. よってπはDerB′(A′, S ′)からDerB(A, S)

への加法群の準同型である. 任意の D ∈ DerB(A, S) と x ∈ A について, 明ら

かに π(ϕ(D))(x) = D(x)であり,したがって πϕ = 1DerB(A,S) を得る. また任意の

D′ ∈ DerB′(A′, S ′)について

ϕ(π(D′)(σ ⊗ x⊗ v)

= σ ⊗ π(D′)(x)⊗ v

= σ ⊗ (
∑
λ,k,ℓ

nk
ρkℓλ · xkℓλ · ukℓλgℓ)⊗ v

=
∑
k,ℓ

(σ ⊗ 1⊗ nk)(
∑
λ

ρkℓλ ⊗ xkℓλ ⊗ ukℓλ)(gℓ ⊗ 1⊗ v)

=
∑
k,ℓ

(σ ⊗ 1⊗ nk)D
′(gk ⊗ x⊗ nℓ)(gℓ ⊗ 1⊗ v)

= D′(
∑
k,ℓ

(σ ⊗ 1⊗ nk)(gk ⊗ x⊗ nℓ)(gℓ ⊗ 1⊗ v))

= D′(σ ⊗ x⊗ v)

となるのでϕπ = 1D′∈DerB′ (A′,S′)がわかる. したがってDerB(A, S)とDerB′(A′, S ′)は

加法群として同型である.

4.3 森田不変な環拡大のクラス

本節においても前節で用いた表記を引き続き使用する. 本節では本章第一節で述

べた環拡大について, そのクラスが森田不変であることを示す. 初めに trivial拡大

について次が成り立つ.

命題 4.3.1. trivial拡大のクラスは森田不変である.

証明. A/B ∼ A′/B′を仮定し, A/Bが trivial拡大であるとする. すなわち,適当な

両側B-加群Sが存在してA = B⊕Sであり, Aにおける積が (b, s)(c, t) = (bc, bt+sc)

(b, c ∈ B, s, t ∈ S)によって与えられているとする. S ′ = N∗⊗BA⊗BNとすると明ら

かにA′ = B′⊕S ′である. 任意のA′の元 (b′, s′) = (
∑

λ ρλ⊗bλ⊗uλ,
∑

λ ρλ⊗sλ⊗uλ),
(c′, t′) = (

∑
µ σµ ⊗ cµ ⊗ vµ,

∑
µ σµ ⊗ tµ ⊗ vµ) について,

b′c′ =
∑
λ,µ

ρλ ⊗ bλ · uλσµ · cµ ⊗ vµ,
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b′t′ + s′c′ =
∑
λ,µ

ρλ ⊗ (bλ · uλσµ · tµ + sλ · uλσµ · cµ)⊗ vµ

であることより,

(b′, s′)(c′, t′)

= (
∑
λ

ρλ ⊗ (bλ, sλ)⊗ uλ)(
∑
µ

σµ ⊗ (cµ, tµ)⊗ vµ)

=
∑
λ,µ

ρλ ⊗ (bλ, sλ)(uλ
σµ · cµ, uλσµ · tµ)⊗ vµ

=
∑
λ,µ

ρλ ⊗ (bλ · uλσµ · cµ, bλ · uλσµ · tµ + sλ · uλσµ · cµ)⊗ vµ

=
∑
λ,µ

(ρλ ⊗ bλ · uλσµ · cµ ⊗ vµ, ρλ ⊗ (bλ · uλσµ · tµ + sλ · uλσµ · cµ)⊗ vµ)

= (b′c′, b′t′ + s′c′)

を得る.よってA′/B′は trivial拡大である.

[36]において, J. C. RobsonとL. W. Smallは liberal拡大について考察した. liberal

拡大について次が成り立つ.

命題 4.3.2. liberal拡大のクラスは森田不変である.

証明. A/B ∼ A′/B′かつ A/B は liberal拡大であるとする.すなわち, VA(B)の

有限個の元の集合 {v1, v2, · · · , vn}で A =
∑n

i=1 viB をみたすものが存在する.

v′i =
∑

j fj ⊗ vi ⊗ mj とおくと補題 4.2.1より v′i ∈ VA′(B′)である. 任意の x′ =∑
λ ρλ ⊗ xλ ⊗ uλ ∈ A′について, xλ =

∑n
i=0 vibλi (bλi ∈ B)と表されるので

x′ =
∑
λ

ρλ ⊗ (
n∑

i=1

vibλi)⊗ uλ

=
n∑

i=1

∑
λ

(
∑
j

fj ·mj
ρλ)⊗ vibλi ⊗ uλ

=
n∑

i=1

∑
λ

∑
j

fj ⊗ vi ·mj
ρλ · bλi ⊗ uλ

=
n∑

i=1

∑
λ

∑
j

(fj ⊗ vi ⊗mj)(ρλ ⊗ bλi ⊗ uλ)

=
n∑

i=1

v′i(
∑
λ

ρλ ⊗ bλi ⊗ uλ)

を得る.よってA′ =
∑

i v
′
iB

′であり, したがってA′/B′は liberal拡大である.
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[20] において, L. Kadison と K. Szlachányi は depth two 拡大について考察し,

Proposition 4.1.1を与えた. depth two拡大について次が成り立つ.

定理 4.3.3. 左 depth two拡大のクラスおよび右 depth two拡大のクラスはともに

森田不変である.

証明. A/B ∼ A′/B′かつA/Bを左 depth two拡大であるとする. 命題 4.1.1より,

適当な ti ∈ (A ⊗B A)
B および βi ∈ Endℓ(BAB) が存在して任意の x, y ∈ Aについ

て
∑

i = tiβi(x)y = x⊗ yが成り立つ. ti =
∑

r xir ⊗ yirとおくと, 補題 4.2.2と補題

4.2.4より

ϕ(βi) = 1⊗ βi ⊗ 1 ∈ Endℓ(B′A′
B′),

ψ(ti) =
∑
i,j,k

(fj ⊗ xir ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yir ⊗mj) ∈ (A′ ⊗B′ A′)B
′

である. ここで補題 4.2.4の証明で定めた θを考えると, 任意のA′の元 z′ =
∑

λ ρλ ⊗
zλ ⊗ uλ, w

′ =
∑

µ σµ ⊗ wµ ⊗ vµについて

θ(z′ ⊗ w′) =
∑
λ,µ

ρλ ⊗ zλ ⊗ uλ
σµ · wµ ⊗ vµ

および

θ(
∑
i

ψ(ti)ϕ(βi)(z
′)w′)

= θ(
∑

i,r,λ,µ,j,k

(fj ⊗ xir ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yir ⊗mj)(ρλ ⊗ βi(zλ)⊗ uλ)(σµ ⊗ wµ ⊗ vµ))

= θ(
∑

i,r,λ,µ,j,k

(fj ⊗ xir ⊗ nk)⊗ (gk ⊗ yir ·mj
ρλ · βi(zλ) · uλσµ · wµ ⊗ vµ))

=
∑
i,λ,µ,j

fj ⊗ ti ·mj
ρλ · βi(zλ) · uλσµ · wµ ⊗ vµ

=
∑
λ,µ,j

fj ·mj
ρλ ⊗

(∑
i

ti · βi(zλ) · uλσµ · wµ

)
⊗ vµ

=
∑
λ,µ

ρλ ⊗ zλ ⊗ uλ
σµ · wµ ⊗ vµ

となることから
∑

i ψ(ti)ϕ(βi)(z
′)w′ = z′ ⊗ w′を得る. したがって,命題 4.1.1より

A′/B′は左 depth two拡大である.右 depth two拡大についても同様に示される.

[24], A. MewbornとE. McMahon introducedにより平田分離拡大の一般化として

強分離拡大が導入された. また [41]において,菅野孝三は強分離拡大である必要十分

条件である命題 4.1.2を与えた. 強分離拡大について,次が成り立つ..
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定理 4.3.4. 強分離拡大のクラスは森田不変である.

証明. A/B ∼ A′/B′かつA/Bを強分離拡大とする. 命題 4.1.2より, 適当な vi ∈
VA(B)および

∑
r xir ⊗ yir ∈ (A ⊗B A)A が存在して任意の u ∈ VA(B)について

u =
∑

i,r vixiruyirが成り立つ. v′i =
∑

λ fλ⊗vi⊗mλおよび
∑

r x
′
ir⊗y′ir =

∑
r,j,k(fj⊗

xir ⊗ nk) ⊗ (gk ⊗ yir ⊗mj)とおくと, 補題 4.2.1および補題 4.2.3より v′i ∈ VA′(B′),∑
r x

′
ir ⊗ y′ir ∈ (A′ ⊗B′ A′)A

′
である. このとき,u′ =

∑
ℓ fℓ ⊗ u ⊗ mℓ ∈ VA′(B′)

(u ∈ VA(B))について∑
i,r

v′ix
′
iru

′y′ir

=
∑

i,r,λ,j,k,ℓ

(fλ ⊗ vi ⊗mλ)(fj ⊗ xir ⊗ nk)(fℓ ⊗ u⊗mℓ)(gk ⊗ yir ⊗mj)

=
∑

i,r,λ,j,k,ℓ

(fλ ⊗ vi ·mλ
fj · xir ⊗ nk)(fℓ ⊗ u ·mℓ

gk · yir ⊗mj)

=
∑

i,r,λ,j,k,ℓ

(fλ ·mλ
fj ⊗ vi · xir ⊗ nk)(fℓ ·mℓ

gk ⊗ u · yir ⊗mj)

=
∑
i,r,j,k

(fj ⊗ vi · xir ⊗ nk)(gk ⊗ u · yir ⊗ yir)

=
∑
i,r,j

fj ⊗ vi · xir · u · yir ⊗mj

=
∑
j

fj ⊗ u⊗mj

= u′

を得る. したがって補題 4.1.2よりA′/B′は強分離拡大である.

第三章において浜口と中島によって定義された弱分離拡大について考察した. こ

れについて次が成り立つ.

定理 4.3.5. 弱分離拡大のクラスは森田不変である.

証明. A/B ∼ A′/B′かつA/Bを弱分離拡大とする. D′を任意のA′のB′-微分と

すると補題 4.2.5より適当なAのB-微分DによりD′ = 1 ⊗D ⊗ 1と表される. い

まA/Bは弱分離拡大なので,適当な v ∈ AによりD(α) = vα − αv (α ∈ A)と表さ

れる. 明らかに v ∈ VA(B)である. ここで v′ =
∑

j fj ⊗ v ⊗mj (∈ V ′
A′(B′))とおく

と, 任意の x′ =
∑

r ρr ⊗ xr ⊗ ur ∈ A′について

D′(x′) =
∑
r

ρr ⊗D(xr)⊗ ur
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=
∑
r

ρr ⊗ (vxr − xrv)⊗ ur

=
∑
r

((
∑
i

fi ·mi
ρr)⊗ vxr ⊗ ur − ρr ⊗ xrv ⊗ (

∑
j

ur
fj ·mj))

=
∑
r,i,j

(fi ⊗ v ·mi
ρr · xr ⊗ ur − ρr ⊗ xr · urfj · v ⊗mj)

=
∑
r,i,j

((fi ⊗ v ⊗mi)(ρr ⊗ xr ⊗ ur)− (ρr ⊗ xr ⊗ ur)(fj ⊗ v ⊗mj)

= v′x′ − x′v′

を得る. よってD′は内部的であり, したがってA′/B′は弱分離拡大である.

最後に森田不変でない環拡大の例をあげる.

例 4.1. kを素数標数 pの体とし, A = k[t], B = k[tp]とする.また

A′ =

[
A A

A A

]
, B′ =

[
B B

B B

]
, AM = AA⊕ AA, BN = BB ⊕ BB

と定める.このとき, Endr(AM) = A′, Endr(BN) = B′, および AA ⊗B NB′ ∼= AMB′

が成り立つので, A/B ∼ A′/B′である. ここで A/Bについて {xp |x ∈ A} ⊆ Bで

あるが, A′/B′ については {(x′)p |x′ ∈ A′} ⫅̸ B′ である. 実際,

[
1 t

0 0

]
∈ A′ と

任意の自然数 nについて

[
1 t

0 0

]n
=

[
1 t

0 0

]
/∈ B′となる. よって次のような性

質をみたす環拡大A/Bのクラスは森田不変ではない : 適当な自然数 nが存在して

{xn | x ∈ A} ⊆ Bが成り立つ.

注意 4.1. 今までに見てきたように,良く知られている環拡大のクラスのほとん

どは森田不変であるように思われる. しかしながら,森田不変であるか否か判明し

ていない環拡大のクラスもいくつか存在する. A/Bが有限 normalizing拡大 (finite

normalizing extension)であるとは, Aの有限個の元の集合 {a1, a2, · · · , an}が存在し
て A =

∑n
i=0 aiBかつ aiB = Bai (0 ≦ i ≦ n)が成り立つときにいう. 現在,有限

normalizing拡大のクラスが森田不変であるか否かはまだ判明していない. さらに第

三章で擬似分離拡大および弱擬似分離拡大について触れたが, これらのクラスも森

田不変であるか否かわかっていない.
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