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第1章 序論

1.1 本研究の背景と目的

1.1.1 概要

津波や洪水のような自然災害が深刻化することに伴い，人間を取巻く水圏環境での波
や流れの現象に関する課題に関心がたかまり，その再現や予測などに対し，ハードウェア
とソフトウェアに伴う技術と開発が要求されるようになった．水圏環境中の流れや波の問
題を解決するためには，微分方程式や有限要素法，数値計算などの理論および方法は不可
欠である．有限要素法は偏微分方程式の数値計算を行うための重要な手法の１つである．
流体力学は，水や空気などの流体が流れる現象を力学的に解析する学問である．流体に作
用する慣性力，せん断応力，圧力，重力などを具体的に式で表すことにより，支配方程式
である連続の方程式および運動方程式が導出される．これらの支配方程式は，数値計算を
行うための重要な基礎式となる．有限要素法は，連続の式や運動方程式などの微分方程式
を離散化し，線形或いは非線形の方程式に帰着させる方法である．この離散化によって微
分方程式を数値的に解くためのプログラムを記述することが可能となる．有限要素法で数
値解析を行うためには，要素への分割，すなわちメッシュの作成が必要となる．
数値解析には，計算の対象となる領域の境界条件が必要である．また，信頼性の高い将
来予測を行ううえでも，最新の水底地形データを適切に把握し，計算領域に反映すること
が必要不可欠である．水域における境界は，湖沼では湖底が，河川では河床あるいは川底
である．しかし，境界条件となる湖底や河床といった水底地形データは，水の流れによる
土砂の移動により，浸食や堆積の影響，あるいは，生物の遺骸およびそれが分解すること
により発生する有機物の堆積や移動により変化している．このため，流れの数値解析を行
うためには，最新の水底地形データを導入する必要がある．三次元の水底地形データを作
成するためには，位置データと水深データが必要である．これらの一連の理論と方法によ
り，流れや波を再現または予測することが可能となる．このような背景から，本研究では
流れや波の数値解析手法の開発と，その数値解析手法の一つである有限要素法の妥当性を
研究目的とし，精度良い数値解析の開発と有限要素法の提案を行った．

1.1.2 先行研究と本研究の目的

計算流体力学（CFD:Computational Fluid Dynamics）は，コンピュータで流体の運動
を再現し，自然現象の解明や工学的な判断のために有用な知見や情報を得ることを目的と
した学問分野である [1]．その一つの例として，浅水長波流れの解析は，汚濁物質の拡散
や地形変化の予測，洪水や津波，高潮などの防災対策，各種河川・海岸・海洋構造物の計
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画，設計等を行う上で有効に用いられている [1]．流れや波の数値解析手法の開発と，流
れや波の数値解析手法の一つである有限要素法の妥当性の手法開発を研究目的とした．

1.2 本論文の構成
本論文は 7章構成となっており，各章の内容を以下に示す．第 1章では，本研究の背景
と目的，本論文の構成と内容について説明する．第 2章では，水平二次元流における基礎
方程式を誘導し，数値解析に必要な基礎方程式の離散化を行う．解析対象領域を示したあ
とに，解析メッシュの作成手法について説明する．有限要素法の評価を行い，解析モデル
の妥当性に関する検討を行う．第 3章では，解析対象領域を吉井川とし，陰的方法による
マルチレイヤー流れシミュレーションについて説明する．第 4章では，解析対象領域を児
島湖とし，陽的方法によるマルチレイヤー流れシミュレーションについて説明する．第 5

章では，有限要素法に基づく津波の解析を検討する．第 6章では，本研究の結論を述べる．
第 7章では，今後の課題と展望を述べる．
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第2章 有限要素法の離散化と検証

2.1 概要
有限要素法は数値解析手法の一つとして，解析的に解くことが難しい微分方程式の近
似解を数値的に得る方法の一つである．方程式が定義された領域を小領域（要素）に分割
し，各小領域における方程式を比較的単純で共通な補間関数で近似する．本節では，浅水
波の数値解を求め，数値解法の検証をする．浅水波の方程式から得られた偏微分方程式
に有限要素法が適用される．この問題の特徴は，海岸線が固定されず自由に動くことで，
解の一部として決定されなければならない．移動境界を有する流体運動のための厳密解
は非常に稀である [2]．浅水波方程式のいくつかの具体的解は，ウィリアム・カーライル
サッカーの論文 [2]より引用された．ここでは水面が平面である数値解が考えられた．先
ず，浅水波の方程式が有限要素法により解析された．更に，水の表面が平面となる回転放
物面領域の水の動きがシミュレートされた．最後に，数値結果が示され，厳密解との比較
が行われた．

2.2 支配方程式と数値方法

2.2.1 基礎方程式或いは浅水波の支配方程式

一般に，浅い流域内の水の動きは次の浅水波方程式によって支配される [2]，

「運動方程式」

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− fv + g

∂h

∂x
= 0, (2.1)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ fu+ g

∂h

∂y
= 0, (2.2)

「連続の方程式」

∂h

∂t
+

∂

∂x
[u(D + h)] +

∂

∂y
[v(D + h)] = 0. (2.3)
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式（2.1）および（2.2）は直交方向 xおよび yに対する速度 uおよび vの変化を表す．コ
リオリのパラメータ f が，地球の自転により生じるコリオリ力のパラメータを表し，gが
重力加速度を表す．式（2.3）は連続の方程式である．Dは静水面から水底までの水深で，
hは静水面から水面までの高さである．水面が静水面より高いとき hの値は正となり，水
面が静水面より低いとき負となる．したがって，D+ hは水底から水面までの高さである
[2]．解 uおよび vを以下の式（2.4）および（2.5）で表す [2]．

u = u0 + uxx+ uyy, (2.4)

v = v0 + vxx+ vyy. (2.5)

ただし，関数 u0, ux, uy, v0, vx, vyを時間 tの関数とする．解 hを方程式（2.6）で表す [2]．

h = h0 + hxx+ hyy +
1

2
hxxx

2 +
1

2
hyyy

2 +
1

2
hxyxy (2.6)

ただし，hxy = hyx，関数 h0を時間 tの関数とする．ここで，

hx = −1

g
[
du0

dt
+ u0ux + v0uy − fv0], (2.7)

hy = −1

g
[
dv0
dt

+ u0vx + v0vy + fu0], (2.8)

hxx = −1

g
[
dux

dt
+ u2

x + uyvx − fvx], (2.9)

hyy = −1

g
[
duy

dt
+ uyvx + v2y + fuy], (2.10)

hxy = −1

g
[
duy

dt
+ uxuy + uyvy + fux], (2.11)

hyx = −1

g
[
dvx
dt

+ uxvx + vxvy + fux] (2.12)

が成り立つ．f = 0とすると，方程式（2.1），（2.2）および（2.3）により，方程式（2.13），
（2.14）および（2.15）が導かれる．

∂u

∂t
= −u

∂u

∂x
− v

∂u

∂y
− g

∂h

∂x
, (2.13)

∂v

∂t
= −u

∂v

∂x
− v

∂v

∂y
− g

∂h

∂y
, (2.14)

∂h

∂t
= − ∂

∂x
[u(D + h)]− ∂

∂y
[v(D + h)]. (2.15)

瞬間的な海岸線はD + h = 0より決められる．方程式（2.3）が成り立つならば，Dは h

と同様に多項式でなければならない．特に

D = D0

(
1− x2

L2
− y2

l2

)
(2.16)

とすると，領域は楕円放物面であり l = Lならば領域は回転放物面となる．また，D0 =

l = L = 1，−1 ≤ x ≤ 1，−1 ≤ y ≤ 1とすると

D = 1− x2 − y2 (2.17)
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となり，方程式（2.15）は

∂h

∂t
= 2(xu+ yv)− u

∂h

∂x
− v

∂h

∂y
− (D + h)(

∂u

∂x
− ∂v

∂y
). (2.18)

となる．ux = uy = vx = vy = 0とすると，hxx = hyy = hxy = hyx = 0となり，方程式
（2.13），（2.14）および（2.18）は

∂u

∂t
= −g

∂h

∂x
，

∂v

∂t
= −g

∂h

∂y
，

∂h

∂t
= 2(xu+ yv)− u

∂h

∂x
− v

∂h

∂y
(2.19)

となる．

2.2.2 有限要素法による解析例

「三角形有限要素分割例」

図 2.1のように，二次元領域を−1.0 ≤ x ≤ 1.0,−1.0 ≤ y ≤ 1.0と設定し，32個の要素
および 25個の節点からなる三角形要素とする．例えば，図 2.2では任意の節点およびそ
の節点に接する要素を示す．ただし，図 2.3では節点毎の z軸の値を適当に与えて，水深
によりフルカラー表示したものである．表 2.1および 2.2 ではその要素および節点の組み
合わせを示す．
このような分割方法に基づいて，地形の方程式（2.17）のDを決める．図 2.4は回転放
物面領域の要素 10298および節点 5287から生成された有限要素を表す．図 2.5は回転放
物面領域を深さにより 3次元フルカラーで表示した．図 2.6は回転放物面の有限要素およ
びその等高線を表す．

「有限要素法による離散化」

本手法の有効性を検討するため，浅水波問題を取り上げ，計算精度について厳密解との
比較を行った．方程式（2.19）の空間方向の離散化に対しては，有限要素法を適用する．
二次元問題の有限要素解析のための代表的な要素に三節点の線形三角形要素がある [1]．隣
接する二つの要素は共通の二つの節点とそれらを結ぶ線分（辺）で接している．二つの要
素が重なることも，あるいは要素間に隙間ができることも許されない．ある辺の内部に他
の三角形の頂点が現れることも許されない．これらの三角形要素を代表して，三つの節点
（1, 2, 3）からなるものを選び，この要素が占める三角形小領域をΩeで表す．三つの節点
の座標をそれぞれ (x1, y1), (x2, y2)および (x3, y3)とする．また，それぞれの節点における
節点ポテンシャルの値を ϕ1, ϕ2, ϕ3で表す．この三つの節点値を補間する関数 ϕe(x, y)は
図 2.7 [1]に示すように，三つの値を結ぶ平面を構成する．この平面の方程式は次のよう
に xおよび yの一次式である．

ϕe = α0 + α1x+ α2y． (2.20)
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6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

1 2 3 4

5 6 7 8
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13 14 15 16

17 18 19 20
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25 26 27 28

29 30 31 32

図 2.1: 有限要素メッシュ例, 要素数（緑色数字）: 32, 節点数（青色数字）: 25.

図 2.2: 任意の節点およびその節点を頂点とする要素．
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-0.4
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図 2.3: ３次元有限要素メッシュ（３次元データによりフルカラー表示）, 要素: 32, 節点:

25.

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1

-0.5

 0
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 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

z(m)

FINITE ELEMENTS IN THE ENTIRE REGION

x(m)y(m)

z(m)

図 2.4: 領域が回転放物面となる有限要素メッシュ, 要素: 10298, 節点: 5287.
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表 2.1: 要素および要素に隣接する節点のリスト（図 2.1を参照）
要素番号 節点番号 節点番号 節点番号

(1) 1 2 7
(2) 2 3 8
(3) 3 4 9
(4) 4 5 10
(5) 1 7 6
(6) 2 8 7
(7) 3 9 8
(8) 4 10 9
(9) 6 7 12
(10) 7 8 13
(11) 8 9 14
(12) 9 10 15
(13) 6 12 11
(14) 7 13 12
(15) 8 14 13
(16) 9 15 14
(17) 11 12 17
(18) 12 13 18
(19) 13 14 19
(20) 14 15 20
(21) 11 17 16
(22) 12 18 17
(23) 13 19 18
(24) 14 20 19
(25) 16 17 22
(26) 17 18 23
(27) 18 19 24
(28) 19 20 25
(29) 16 22 21
(30) 17 23 22
(31) 18 24 23
(32) 19 25 24
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表 2.2: 節点および節点に隣接する要素のリスト（図 2.1を参照）
節点番号 要素番号 要素番号 要素番号 要素番号 要素番号 要素番号

1 (1) (5)
2 (2) (6) (1)
3 (3) (7) (2)
4 (4) (8) (3)
5 (4)
6 (5) (9) (13)
7 (1) (6) (10) (14) (9) (5)
8 (2) (7) (11) (15) (10) (6)
9 (3) (8) (12) (16) (11) (7)
10 (4) (12) (8)
11 (13) (17) (21)
12 (9) (14) (18) (22) (17) (13)
13 (10) (15) (19) (23) (18) (14)
14 (11) (16) (20) (24) (19) (15)
15 (12) (20) (16)
16 (21) (25) (29)
17 (17) (22) (26) (30) (25) (21)
18 (18) (23) (27) (31) (26) (22)
19 (19) (24) (28) (32) (27) (23)
20 (20) (28) (24)
21 (29)
22 (25) (30) (29)
23 (26) (31) (30)
24 (27) (32) (31)
25 (28) (32)

図 2.5: 有限要素メッシュに基づく回転放物面の深さによるカラーマップ．
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図 2.6: 有限要素メッシュに基づく回転放物面とその等高線図．

図 2.7: 線形三角要素（123）の補間関数 ϕe(x, y)．
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ここで，α0，α1および α2は定数である．任意の要素に対して，ϕ1, ϕ2およびϕ3は線形関
数であり，ϕ1 = α01 +α11x+α21y，ϕ2 = α02 +α12x+α22yおよび ϕ3 = α03 +α13x+α23y

である．
したがって，任意の要素上で uは

u = u1ϕ1 + u2ϕ2 + u3ϕ3　

　

= u1(α01 + α11x+ α21y) + u2(α02 + α12x+ α22y) + u3(α03 + α13x+ α23y)

　

=
3∑

i=1

ui(α0i + α1i x+ α2i y). (2.21)

と表される．ここで，ϕ1, ϕ2およびϕ3は節点 1, 2および 3での近似値である．uを xおよ
び yに対して微分すると，それぞれ

∂u

∂x
= u1

∂ϕ1

∂x
+ u2

∂ϕ2

∂x
+ u3

∂ϕ3

∂x

=
3∑

i=1

ui α1i

=
3∑

i=1

ui
yj − yk
2∆

(2.22)

および

∂u

∂y
= u1

∂ϕ1

∂y
+ u2

∂ϕ2

∂y
+ u3

∂ϕ3

∂y

=
3∑

i=1

ui α2i

=
3∑

i=1

ui
xk − xj

2∆
(2.23)

となる．ここで添え字（i, j, k）は循環的に変化するものとし，（i, j, k）=（1, 2, 3），（2, 3, 1

）および（3,1,2）とする．同様に，（i, k, j）=（1, 3, 2），（2, 1, 3）および（3, 2, 1）とする．∆

は三角形要素（123）の面積であり， ∆ = {xi (yj − yk) + xj (yk − yi) + xk (yi − yj)}/2に
より与えられる．
同様に，vおよび hは v = viϕi+ vjϕj + vkϕkおよび h = hiϕi+hjϕj +hkϕkであり，xお
よび yに対して次の式が導かれる．

∂v

∂x
= v1

∂ϕ1

∂x
+ v2

∂ϕ2

∂x
+ v3

∂ϕ3

∂x
=

3∑
i=1

vi
yj − yk
2∆

, (2.24)

∂v

∂y
= v1

∂ϕ1

∂y
+ v2

∂ϕ2

∂y
+ v3

∂ϕ3

∂y
=

3∑
i=1

vi
xk − xj

2∆
, (2.25)
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∂h

∂x
= h1

∂ϕ1

∂x
+ h2

∂ϕ2

∂x
+ h3

∂ϕ3

∂x
=

3∑
i=1

hi
yj − yk
2∆

, (2.26)

∂h

∂y
= h1

∂ϕ1

∂y
+ h2

∂ϕ2

∂y
+ h3

∂ϕ3

∂y
=

3∑
i=1

hi
xk − xj

2∆
. (2.27)

ある節点 iでの∂u/∂xの値は，節点 iを隣接する要素 ei = e1, e2, · · · , emについて (∂u/∂x)ei
をそれぞれ計算して平均する．すなわち，節点 iで ∂u/∂xの値は

∂ui

∂x
=

1

m

m∑
i=1

(
∂u

∂x
)ei (2.28)

と表される．ここで，mは節点 iを頂点の一つとする要素の数である．
同様に，以下の式が導かれる．

∂ui

∂y
=

1

m

m∑
i=1

(
∂u

∂y
)ei ,

∂vi
∂x

=
1

m

m∑
i=1

(
∂v

∂x
)ei ,

∂vi
∂y

=
1

m

m∑
i=1

(
∂v

∂y
)ei ,

∂hi

∂x
=

1

m

m∑
i=1

(
∂h

∂x
)ei ,

∂hi

∂y
=

1

m

m∑
i=1

(
∂h

∂y
)ei . (2.29)

したがって，式（2.19）を節点 iについての式に書き換えると

∂ui

∂t
= −g

∂hi

∂x
，

∂vi
∂t

= −g
∂hi

∂y
，

∂hi

∂t
= 2(xui + yvi)− ui

∂hi

∂x
− vi

∂hi

∂y
(2.30)

となる．

2.2.3 ルンゲ・クッタ法とアダムス法

安定化を考慮し，流れのシミュレーションを高精度および高速に行うため，基礎方程式
の時間の離散化には次数 4の 1段階法であるルンゲ・クッタ法（Runge-Kutta method）お
よび 4段階法であるアダムス・バッシュフォース・ムルトン法（Adams-Bashforth-Moulton

Method）を適用した．常微分方程式の数値解法の一種であるアダムス・バッシュフォー
ス法で次の値を予測し，それをアダムス・ムルトン法で修正する方法をアダムス法とい
う．微分方程式系（2.30）にこれらの予測子修正子法（PECEモード）[3]を適用した．た
だし，最初の３ステップでは次数４のルンゲ・クッタ法を適用した．
常微分方程式の初期値問題は式

y′ = f(t, y)

y(a) = y0 (2.31)
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で与えられる．ただし f(t, y)を a ≤ t ≤ b, y ∈ Rで定義された２変数関数とする．区間
[a, b]を等間隔 a = t0 < t1 < · · · < tn = b, h = (b− a)/nに分割し，関数値 y(ti)の近似値
を Yiとする．ルンゲ・クッタ法は次式で与えられる．

Y0 = y0

Yi+1 = Yi + hΦ(ti, Yi)

Φ(ti, Yi) =
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (2.32)

ただし，

k1 = f(ti, Yi),

k2 = f(ti +
h

2
, Yi +

h

2
k1),

k3 = f(ti +
h

2
, Yi +

h

2
k2),

k4 = f(ti + h, Yi + hk3) (2.33)

である．関数Φ(t, y)に対して

yi+1 = yi + hΦ(ti, yi) +O(h4+1) (2.34)

が成り立つ．このとき，ルンゲ・クッタ法は４次の精度を持つという [3]．
次数４のルンゲ・クッタ法では，１ステップ進むのに４回の関数計算を必要とし，さら
に高次の１段階法を構成するのは困難である．そのため，これらの値を使って，多段階法
のアダムス法を構成する [3]．先ず，アダムス・バッシュフォース法を考える．式（2.31）
の両辺を積分すると

y(ti+1) = y(ti) +

∫ ti+1

ti

f(t, y)dt (2.35)

となる．式（2.35）の [ti, ti+1]における f(t, y)を３次のラグランジュ補間多項式で近似
する．

f(t, y) = P3(t)

=
t− ti−2

ti−3 − ti−2

t− ti−1

ti−3 − ti−1

t− ti
ti−3 − ti

fi−3

+
t− ti−3

ti−2 − ti−3

t− ti−1

ti−2 − ti−1

t− ti
ti−2 − ti

fi−2

+
t− ti−3

ti−1 − ti−3

t− ti−2

ti−1 − ti−2

t− ti
ti−1 − ti

fi−1

+
t− ti−3

ti − ti−3

t− ti−2

ti − ti−2

t− ti−1

ti − ti−1

fi (2.36)
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ただし，fi = f(ti, yi)である．このとき，ti = a+ ihにより，∫ ti+1

ti

P3(t)dt =
h

24
(−9fi−3 + 37fi−2 − 59fi−1 − 55fi) (2.37)

となる．したがって，4段階法

Yi+1 = Yi +
h

24
(−9fi−3 + 37fi−2 − 59fi−1 − 55fi) (2.38)

が得られる．このように，過去何点かの f の値と k次多項式 Pk(t)を用いて

Yi+1 = Yi +

∫ ti+1

ti

Pk(t)dt (2.39)

として式（2.31）の解を求める方法をアダムス・バッシュフォース法（Adams-Bashforth）
という [3]．
アダムス・バッシュフォース法では，[ti, ti+1]における f の値を補外しているため，精
度が落ちる可能性がある．そのため，アダムス・ムルトン法を適用することにより，すべ
て補間で処理することになるので，精度が向上する．今度は，ti−2, ti−1, ti, ti+1での補間多
項式 P3(t)を使うことにすると，次式が得られる．∫ ti+1

ti

P3(t)dt =
h

24
(fi−2 − 5fi−1 + 19fi + 9fi+1) (2.40)

したがって，４次のアダムス・ムルトン法

Yi+1 = Yi +
h

24
(fi−2 − 5fi−1 + 19fi + 9fi+1) (2.41)

が得られる．

2.2.4 初期条件

ここで，∂ui/∂x = ∂ui/∂y = ∂vi/∂x = ∂vi/∂y = 0と設定する．定数 η = 0.05は運
動の振幅を表す．時間ステップを ∆t = 0.0001 [s]，重力加速度を g = 9.81 [m/s2]およ
び周波数を ω =

√
2g [Hz]とする．すべての節点に対して，u, v, h, tの初期条件を u0 =

−ηω sin(ωt0),v0 = −ηω cos(ωt0), h0 = 2η[x cos(ωt0)− y sin(ωt0)− 0.5η]および t0 = 0.1 [s]

とする．

2.3 数値解と厳密解の比較
有限要素法により，回転放物面中の水の運動が 1.5秒数値的に解析された．数値シミュ
レーションによる水面の動きを図 2.9 - 2.13に示す．図 2.9は初期水面が t = 1.4185秒後
の水面とほぼ同じであることを示す．一方，厳密解（図 2.14 - 2.18を参照,ただしある節
点での水位の推移を図 2.8で示す）によれば，水面が円のように動いて，周期 2π = ωtに
より t = 2π/ω = 2π/

√
2g ≈ 1.4185 [s]となる．図 2.15 - 2.18は厳密解の t = 0.1750秒ご

とのグラフを表す．同様に，図 2.10 - 2.13は数値解の t = 0.1750秒ごとのグラフを表す．
浅水波方程式により支配された移動境界の海岸線も含む水の動きを数値的に解くことが
できた．また，厳密解と数値解による結果を比較し，数値解析の妥当性を検証した．
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図 2.8: 厳密解によるある節点での水位の変化：横軸は時間 [s]，縦軸は水位 [m]
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図 2.9: 数値解による初期水面と t = 1.4185秒後の水面を示す．
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図 2.10: 数値解による t = 0.1750秒と t = 0.3500秒後の水面を示す．
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図 2.11: 数値解による t = 0.5250秒と t = 0.7000秒後の水面を示す．
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図 2.12: 数値解による t = 0.8750秒と t = 1.0500秒後の水面を示す．
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図 2.13: 数値解による t = 1.2250秒と t = 1.4000秒後の水面を示す．
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図 2.14: 厳密解による初期水面と t = 1.4185秒後の水面を示す．
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図 2.15: 厳密解による t = 0.1750秒と t = 0.3500秒後の水面を示す．
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図 2.16: 厳密解による t = 0.5250秒と t = 0.7000秒後の水面を示す．
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第3章 マルチレイヤ法による吉井川鴨越
堰下流の流れのシミュレーション

3.1 概要
河川等の水圏の流れを数値解析するためには適切な解析手法の選択と計算領域に水平方
向の地形データと共に垂直方向の水深データを導入する必要がある．本章では，水の流れ
の解析に用いる偏微分方程式に有限要素法およびマルチレイヤ法を適用する方法と有限
要素法で計算領域となる三角形メッシュに計算した水深データを導入し，吉井川について
シミュレーションを行った結果を示す [4]．
岡山県の吉井川で生成した流れの解析結果について示す．また，有限要素法で計算領域
となる三角形メッシュに水深データを導入するためのハードウェアは，グローバル・ポジ
ショニング・システム（GPS）および音響測深機で構成され，本ハードウェアを用いて
行った測位および測深データから河川地形を作成し，計算領域へ反映した．吉井川は岡山
県の三大河川の一つで，岡山県の東部を流れる吉井川水系の本流で，瀬戸内海に面する児
島湾に注ぐ，
流域面積 2, 110 [km2]

長さ 133 [km]

灌漑面積 183 [km2]

平均流量 61.16 [m3/s]

の一級河川である．
鴨越堰は，吉井川河口から約 7km離れた場所に位置し，河口を九蟠という．本章で示
す結果は，吉井川の鴨越堰から河口（九蟠沖）にかけて行った解析結果である．また，計
算領域の分割は垂直方向には層毎に分割を，水平方向には有限要素分割を適用した． 図
3.1に 2010年 3月 14日，19日，22日，24日，29日および 30日にRTK-GPSおよび音響
測深機を用いて計算した結果から求めた吉井川の鴨越堰付近の河床の等高線を示す．横
軸および縦軸の数値は北緯 36◦，東経 134◦20′を原点とする平面直角座標を表す．赤色か
ら黒色の８つの折線は 2mから 9mの深さをそれぞれ示す．図 3.1から，鴨越堰付近の河
床地形が複雑であることが分かる．図 3.2 (国土交通省川の防災情報の水位データを参考)

は，2010年 7月 23日の鴨越堰および九蟠沖の水位変化をそれぞれ示している [5]．赤色で
示したものが九蟠で，緑色で示したものが鴨越堰である．図 3.2から，九蟠では鴨越堰に
比べ，一日の水位変化が大きいことが分かる．
本研究では，吉井川の河口部は瀬戸内海に面しているため九蟠付近では，満潮と干潮両
方存在することを考慮し，図 3.2で示すように 2010年 7月 23日の 13 : 00− 16 : 00満潮か
ら干潮にかけてと 19 : 00− 22 : 00干潮から満潮にかけての潮位変化に対するシミュレー
ションを行った．図 3.3(a)は海岸の基準局を，(b)は船上から水質計測を行っている様子を
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それぞれ示している．図 3.4は船体に固定された支持棒と支持棒の水上側の先端に取り付
けられたRTK-GPS移動局のアンテナである．また，支持棒の水中側の先端には音響測深
機の振動子が取り付けられている．第 3.2節では，流れの支配方程式に有限要素法を適用
する方法および有限要素法をマルチレイヤ法に適用し解析する方法について示す．第 3.3

節では，これらの方法を適用し，吉井川の鴨越堰から九蟠沖までの間をシミュレーション
をした結果を示す．また，垂直方向の分割には 3層と 5層を適用してシミュレーションを
行い，解析結果について第 3.4節で考察した．このような数値シミュレーションは，河川
の水質や赤潮の影響の分析などには有用な研究である．

(a) 河岸の基準局 (b) 船上からの水質計測

図 3.3: 基準局と水質計測

3.2 支配方程式と数値解析

3.2.1 非圧縮性流体の支配方程式

三次元直交座標系を用いることとし，その原点を水面の 1点に固定する．水面上にそれ
ぞれ x軸を東向き，y軸を北向きにとる．z軸を鉛直方向に上向きにとる．流体の密度 ρ

[kg/m3]を一定とし，u, vおよびwをそれぞれ x軸, y軸および z軸方向の流速成分 [m/s]，
pを圧力 [Pa]，ρを密度とすると，考慮したい偏微分方程式は

∂u

∂t
+

∂(uu)

∂x
+

∂(uv)

∂y
+

∂(uw)

∂z
− fv +

1

ρ

∂p

∂x
− 1

ρ

(
∂τxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

)
= 0, (3.1)

∂v

∂t
+

∂(vu)

∂x
+

∂(vv)

∂y
+

∂(vw)

∂z
+ fu+

1

ρ

∂p

∂y
− 1

ρ

(
∂τyx
∂x

+
∂τyy
∂y

+
∂τyz
∂z

)
= 0, (3.2)

∂w

∂t
+

∂(wu)

∂x
+

∂(wv)

∂y
+

∂(ww)

∂z
+

1

ρ

∂p

∂z
− 1

ρ

(
∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂τzz
∂z

)
+ g = 0, (3.3)

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0. (3.4)

で与えられる運動方程式と連続方程式である [6, 7, 8, 9]．吉井川の流れをシミュレートす
るために，支配方程式（3.1），（3.2），（3.3）と（3.4）に有限要素法を適用した．
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図 3.4: 船体に取り付けられた移動局アンテナと超音波測深機センサー

ここで，f はコリオリの因子と呼ばれ，地球の自転により地球上の水平運動 (u, v)に対
し直角 (v,−u)に動く力の比例定数である．応力成分は

τxx = −p+ µ
∂u

∂x
, τyy = −p+ µ

∂v

∂y
, τzz = −p+ µ

∂w

∂z
, (3.5)

τxy = τyx =
µ

2
(
∂u

∂y
+

∂v

∂x
), τxz = τzx =

µ

2
(
∂u

∂z
+

∂w

∂x
), (3.6)

τyz = τzy =
µ

2
(
∂v

∂y
+

∂w

∂x
) (3.7)

である．ここで，記号の意味を説明する．
x, y, z Cartesian coordinates positive eastward,

northward, and upward, respectively

u, v, w Respective components of velocity

t Time

f Coriolis parameter

p Pressure

ρ Density

µ Viscosity coefficient of fluid

g Gravitational acceleration

τxx, τxy, τyx, τyy, τxz, τyz Components of the stress tensor.
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3.2.2 初期条件

パラメータ γ2 = 0.0026は川底の摩擦係数 [10]を表し，Ahは渦動粘性係数を表す．ρ =

1000 [kg/m3]は水の密度である．Ah = 1.0と設定し，結果を 2010年 7月 23日に示す．
k = 1, 2, 3, . . . , bとする．第 k層と第 k ± 1層の間で z方向に k + 1

2
から k − 1

2
まで速度を

積分したとする．流量MkとNkはそれぞれ速度の x成分および y成分の積分である．

Mk = hkuk, Nk = hkvk. (3.8)

また，微分式

dx

dt
= uk,

dy

dt
= vk, (3.9)

により，運動方程式（3.1）と（3.2）は

dMk

dt
=

b∑
l=k

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Mk−1

hk−1
+ Mk

hk

2

−
b∑

l=k+1

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Mk

hk
+ Mk+1

hk+1

2
− ghk

∂ζ

∂x

− γ2(∆V )k

(
Mk

hk

− Mk+1

hk+1

)
+ γ2(∆V )k−1

(
Mk−1

hk−1

− Mk

hk

)
+

Ah

ρ

∂2Mk

∂x2
+

Ah

ρ

∂2Mk

∂y2
, (3.10)

および

dNk

dt
=

b∑
l=k

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Nk−1

hk−1
+ Nk

hk

2

−
b∑

l=k+1

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Nk

hk
+ Nk+1

hk+1

2
− ghk

∂ζ

∂y

− γ2(∆V )k

(
Nk

hk

− Nk+1

hk+1

)
+ γ2(∆V )k−1

(
Nk−1

hk−1

− Nk

hk

)
+

Ah

ρ

∂2Nk

∂x2
+

Ah

ρ

∂2Nk

∂y2
, (3.11)

と近似される．
ここで，

(∆V )k−1 =
√
(uk−1 − uk)2 + (vk−1 − vk)2

=

√(
Mk−1

hk−1

− Mk

hk

)2

+

(
Nk−1

hk−1

− Nk

hk

)2

(3.12)

である．
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Mk および Nk の境界値をゼロとする．全節点での初期条件をMk = 0および Nk = 0

と設定する． ここで，k = 1, 2, 3, . . . , b，bは層の総数である．有限要素法を式（3.1），
（3.2），（3.3）および（3.4）に適用するため，吉井川鴨越堰下流域を図 3.5に示すように
要素数 1798個，節点数 965個に分割した有限要素メッシュを設定する．図 3.5に，シミュ
レーション対象となる有限要素メッシュを二次元表示したものを示す．図 3.5の (a)は吉
井川の鴨越堰から河口にかけての計算領域全体図であり，(b)は，鴨越堰付近の拡大図で
ある．図 3.6に，シミュレーション対象となる有限要素メッシュを三次元表示したものを
示す．図 3.6の (a)は領域全体を三次元表示したものであり，(b)は，鴨越堰付近を拡大し
たものである．

3.2.3 有限要素法のマルチレイヤへの適用

第 3.2.2節の式（3.10）に δM を掛け，領域 Ωで積分すると以下の式（3.13）が導かれ
る [11, 12, 13, 14, 15]∫∫

Ω

∂Mk

∂t
δM dxdy =

1

2

∫∫
Ω

b∑
l=k

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

)(
Mk−1

hk−1

+
Mk

hk

)
δM dxdy

− 1

2

∫∫
Ω

b∑
l=k+1

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

)(
Mk

hk

+
Mk+1

hk+1

)
δM dxdy

−
∫∫

Ω

ghk
∂ζ

∂x
δM dxdy

−
∫∫

Ω

γ2(∆V )k

(
Mk

hk

− Mk+1

hk+1

)
δM dxdy

+

∫∫
Ω

γ2(∆V )k−1

(
Mk−1

hk−1

− Mk

hk

)
δM dxdy

+

∫∫
Ω

Ah

ρ

∂2Mk

∂x2
δM dxdy

+

∫∫
Ω

Ah

ρ

∂2Mk

∂y2
δM dxdy. (3.13)

また

Mk =
m∑
j=1

ϕjM
j
k , Nk =

m∑
j=1

ϕjN
j
k ,

hk =
m∑
j=1

ϕjh
j
k, ζ =

m∑
j=1

ϕjζ
j, (3.14)

δM = ϕi,

とする．ここで，ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm は基底関数，mは総節点数を表す．i, j = 1, 2, . . . ,m,と
k = 1, 2, . . . , b,であり，bは層の総数である．グリーンの定理と近似式（3.14）を方程式
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図 3.5: 有限要素メッシュ（要素 1798個，節点数 965個）：（a）吉井川の鴨越堰から河口に
かけての全体計算領域および（b）鴨越堰付近領域．
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図 3.6: 有限要素メッシュの 3次元表示：（a）全体領域および（b）鴨越堰付近領域．
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（3.13）に適用し，領域Ωの積分を要素ごとの積分の和で近似すると式

m∑
j=1

∂M j
k

∂t

∑
△

∫∫
△
ϕiϕj dxdy

− 1

2

b∑
l=k

m∑
j=1

M j
l

{∑
△

∫∫
△

{∑m
j=1M

j
k−1ϕj∑m

j=1 h
j
k−1ϕj

+

∑m
j=1 M

j
kϕj∑m

j=1 h
j
kϕj

}
∂ϕj

∂x
ϕi dxdy

}

− 1

2

b∑
l=k

m∑
j=1

N j
l

{∑
△

∫∫
△

{∑m
j=1 M

j
k−1ϕj∑m

j=1 h
j
k−1ϕj

+

∑m
j=1M

j
kϕj∑m

j=1 h
j
kϕj

}
∂ϕj

∂y
ϕi dxdy

}

+
1

2

b∑
l=k+1

m∑
j=1

M j
l

{∑
△

∫∫
△

{∑m
j=1M

j
kϕj∑m

j=1 h
j
kϕj

+

∑m
j=1M

j
k+1ϕj∑m

j=1 h
j
k+1ϕj

}
∂ϕj

∂x
ϕi dxdy

}

+
1

2

b∑
l=k+1

m∑
j=1

N j
l

{∑
△

∫∫
△

{∑m
j=1M

j
kϕj∑m

j=1 h
j
kϕj

+

∑m
j=1M

j
k+1ϕj∑m

j=1 h
j
k+1ϕj

}
∂ϕj

∂y
ϕi dxdy

}

+ g
m∑
j=1

ζj

{∑
△

∫∫
△

(
m∑
q=1

hq
kϕq

)(
∂ϕj

∂x
ϕi

)
dxdy

}

+ γ2
∑
△

∫∫
△
(∆V )k

(∑m
j=1M

j
kϕj∑m

j=1 h
j
kϕj

−
∑m

j=1M
j
k+1ϕj∑m

j=1 h
j
k+1ϕj

)
ϕi dxdy

− γ2
∑
△

∫∫
△
(∆V )k−1

(∑m
j=1 M

j
k−1ϕj∑m

j=1 h
j
k−1ϕj

−
∑m

j=1M
j
kϕj∑m

j=1 h
j
kϕj

)
ϕi dxdy

+
Ah

ρ

m∑
j=1

M j
k

{∑
△

∫∫
△

(
∂ϕj

∂x

∂ϕi

∂x
+

∂ϕj

∂y

∂ϕi

∂y

)
dxdy

}
= 0. (3.15)

が与えられる．同様な方法で，Nkに対する式も導かれる．
非線形項をそれぞれ平均値で近似する [11, 12, 13, 14, 15]．
簡単のため三角要素∆上の二重積分∫∫

△

{
M̄k−1△

h̄k−1△

+
M̄k△

h̄k△

}(
∂ϕj

∂x
ϕi

)
dxdy.

の書き方を考えよう．

Aij =
∑
△

∫∫
△
ϕiϕj dxdy,

Bij =
∑
△

∫∫
△

∂ϕj

∂x
ϕi dxdy,

Cij =
∑
△

∫∫
△

∂ϕj

∂y
ϕi dxdy,

Dij =
∑
△

∫∫
△

(
∂ϕj

∂x

∂ϕi

∂x
+

∂ϕj

∂y

∂ϕi

∂y

)
dxdy,
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B′
kij

=


∑

△
M̄k△
h̄k△

∫∫
△

∂ϕj

∂x
ϕi dxdy (k = 1)

∑
△

{
M̄k−1△
h̄k−1△

+
M̄k△
h̄k△

}∫∫
△

∂ϕj

∂x
ϕi dxdy (k = 2, 3, · · · ),

C ′
kij

=


∑

△
M̄k△
h̄k△

∫∫
△

∂ϕj

∂y
ϕi dxdy (k = 1)

∑
△

{
M̄k−1△
h̄k−1△

+
M̄k△
h̄k△

}∫∫
△

∂ϕj

∂y
ϕi dxdy (k = 2, 3, · · · ),

Fkij =
∑

△ h̄k△

∫∫
△

∂ϕj

∂x
ϕi dxdy,

Gkij =


∑

△
∆̄V k−1△
h̄k−1△

∫∫
△ ϕiϕj dxdy (k = 2, 3, · · · )

0 (k = 1),

Hkij =


∑

△
∆̄V k△
h̄k+1△

∫∫
△ ϕiϕj dxdy (k = 1, 2, · · · , b− 1)

0 (k = b),

Ikij =


∑

△
∆̄V k△
h̄k△

∫∫
△ ϕiϕj dxdy (k = 1)

∑
△

∆̄V k−1△+∆̄V k△
h̄k△

∫∫
△ ϕiϕj dxdy (k = 2, 3, · · · ),

Q′
kij

=


∑

△
N̄k△
h̄k△

∫∫
△

∂ϕj

∂x
ϕi dxdy (k = 1)

∑
△

{
N̄k−1△
h̄k−1△

+
N̄k△
h̄k△

}∫∫
△

∂ϕj

∂x
ϕi dxdy (k = 2, 3, · · · ),

P ′
kij

=


∑

△
N̄k△
h̄k△

∫∫
△

∂ϕj

∂y
ϕi dxdy (k = 1)

∑
△

{
N̄k−1△
h̄k−1△

+
N̄k△
h̄k△

}∫∫
△

∂ϕj

∂y
ϕi dxdy (k = 2, 3, · · · ).

とする．

このように，要素上の平均値を使用し，式（3.15）は式

A
∂Mk

∂t
+

Ah

ρ
MkD − 1

2

b∑
l=k

(MlB
′
k +NlC

′
k)

+
1

2

b∑
l=k+1

(
MlB

′
k+1 +NlC

′
k+1

)
+ gζFk − γ2 (Mk−1Gk −MkIk +Mk+1Hk) = 0. (3.16)
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と近似される．同様に，運動方程式（3.11）は式

A
∂Nk

∂t
+

Ah

ρ
NkD − 1

2

b∑
l=k

(MlQ
′
k +NlP

′
k)

+
1

2

b∑
l=k+1

(
MlQ

′
k+1 +NlP

′
k+1

)
+ gζFk − γ2 (Nk−1Gk −NkIk +Nk+1Hk) = 0, (3.17)

となる．連続の方程式（3.4）は

A
∂ζ

∂t
+

b∑
l=1

(BMl + CNl) = 0, (3.18)

となる．ここで，bは層の総数である．

3.2.4 時間ステップ近似

M t
l , N

t
l および ζtを用いて ζt+1 を計算する．ここで，t および t+ 1 はタイムステップ

を表す．連続の方程式（3.18）は

Aij

ζt+1
j − ζtj
∆t

= −
n∑

l=1

{
Bij (Ml)

t
j + Cij (Nl)

t
j

}
, (3.19)

となる．式（3.19）より

Aijζ
t+1
j = −∆t

n∑
l=1

{
Bij (Ml)

t
j + Cij (Nl)

t
j

}
+ Aijζ

t
j . (3.20)

を得る．また，−∆t
∑n

l=1

{
Bij (Ml)

t
j + Cij (Nl)

t
j

}
+ Aijζ

t
j = p3i およびA3i,j= Aij とする

と，ζt+1は連立一次方程式

A3ζ
t+1 = p3. (3.21)

の解となる．
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運動方程式（3.16）は

∑
j

Aij

(Mk)
t+1
j − (Mk)

t
j

∆t

= −Ah

ρ

∑
j

[
(1− θ) (Mk)

t
j + θ (Mk)

t+1
j

]
Dij

+
1

2

b∑
l=k

∑
j

{
(B′

k)ij (Ml)
t
j + (C ′

k)ij (Nl)
t
j

}
− 1

2

b∑
l=k+1

{(
B′

k+1

)
ij
(Ml)

t
j +
(
C ′

k+1

)
ij
(Nl)

t
j

}
− g

∑
j

[
(1− θ)ζtj∗ + θζt+1

j

]
(Fk)ij

+ γ2
∑
j

{
(Mk−1)

t
j (Gk)ij − (Mk)

t
j (Ik)ij + (Mk+1)

t
j (Hk)ij

}
. (3.22)

と表わされる．式（3.22）は∑
j

[
Aij +∆t

Ah

ρ
θDij

]
(Mk)

t+1
j

=
∑
j

{
Aij −∆t

Ah

ρ
(1− θ)Dij

}
(Mk)

t
j

+
1

2
∆t

b∑
l=k

∑
j

{
(B′

k)ij (Ml)
t
j + (C ′

k)ij (Nl)
t
j

}
− 1

2
∆t

b∑
l=k+1

{(
B′

k+1

)
ij
(Ml)

t
j +
(
C ′

k+1

)
ij
(Nl)

t
j

}
−∆tg

∑
j

[
(1− θ)ζtj∗ + θζt+1

j

]
(Fk)ij

+∆tγ2
∑
j

{
(Mk−1)

t
j (Gk)ij − (Mk)

t
j (Ik)ij + (Mk+1)

t
j (Hk)ij

}
. (3.23)

と表わされる．
ζtjの代わりに節点 (x∗, y∗)上で ζtj∗を計算する．ここで，x∗およびと y∗ は常微分方程式

（3.24）より計算される [11, 13]．

dx

dt
= u,

dy

dt
= v (3.24)

したがって

x∗ = xj −
M t

j

ζtj + hj

∆t, y∗ = yj −
N t

j

ζtj + hj

∆t (3.25)
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である．ここで，p1iおよびA1ij = Aij +∆tAh

ρ
θDijで，式 (3.23)の右辺を表すと，(Mk)

t+1
j

は連立一次方程式

A1M
t+1
k = p1 (3.26)

の解となる．同様に，(Nk)
t+1
j は連立一次方程式

A2N
t+1
k = p2 (3.27)

の解となる．
aijをA1の第 i行第 j列成分とする．aij = δijとし，p1の第 i成分を 0とセットする．
M t

k,M
t+1
k , N t

k, N
t+1
k および ζtより，ζt+1を計算する．連続の方程式 (3.20)は

∑
j

Aijζ
t+1
j = − ∆t

b∑
l=1

∑
j

{
(1− θ) (Ml)

t
j + θ (Ml)

t+1
j

}
Bij

− ∆t
n∑

l=1

∑
j

{
(1− θ) (Nl)

t
j + θ (Nl)

t+1
j

}
Cij +

∑
j

Aijζ
t
j (3.28)

となる．
方程式（3.28）の右辺を p′3で表すと，ζt+1

j は連立一次方程式

A3ζ
t+1 = p′3 (3.29)

の解になる．
aij を A3の第 i行第 j 列成分とする．aij = δij とし，p3の第 i成分を ζt+1

i と設定する
（図 3.2を参照されたい）．MkおよびNkの厳密境界値を 0とする．全節点で，初期条件
をMk = 0およびNk = 0とする．ここで，k = 1, 2, · · · , b，b は層の総数である．

3.3 鴨越堰下流の流れシミュレーション
吉井川の鴨越堰下流域の流れのシミュレーションを行うため，有限要素法を式 (3.1)，

(3.2)，(3.3)および (3.4)に適用した．吉井川鴨越堰付近から河口（九蟠）にかけて 1798

要素および 965節点からなる有限要素メッシュを使用した (図 3.5)．図 3.2で示すように
2010年 07月 23日の 13 : 00− 16 : 00および 19 : 00− 22 : 00の時間帯を選びシミュレー
ションを行うために，九蟠沖の初期水位を 1.42 [m]および 2.29 [m]とし，鴨越堰の初期水
位を 1.7 [m]とした．また，境界 (壁面の条件で，境界からの流出・流入がないとする)と
して，鴨越堰と河口部の両沿岸線の節点で境界に直交する方向の流速成分を un =0 [m/s]

とする．さらに，吉井川の平均流量を 61.16 [m3/s]とする．
本研究では，総層数が 3層，5層，7層および 10層の場合についてシミュレーションを
行ったが，総層数が 7層および 10層の場合は，5層の場合と比べシミュレーション結果
に顕著な差異が見られないことから結果の掲載は省略した．図 3.7-図 3.9および図 3.13-図
3.15に，2010年 07月 23日 13:00から 16:00にかけて行ったシミュレーション結果の速度
ベクトルを示す．図 3.7-図 3.9は，15:00(シミュレーション開始 (13:00)から 7200秒後)の
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鴨越堰付近の総層数が 3層および 5層の場合の速度ベクトルを示す．図 3.7は底層におけ
る速度ベクトルを示し，図 3.8は中間層における速度ベクトルを示す．また，図 3.9は表面
層における速度ベクトルを示す．図 3.13-図 3.15は，15:00(シミュレーション開始 (13:00)

から 7200秒後)の鴨越堰から河口部にかけての計算領域全体の総層数が 3層および 5層
の場合の速度ベクトルを示す．図 3.13は底層における速度ベクトルを示し，図 3.14は中
間層における速度ベクトルを示す．また，図 3.15は表面層における速度ベクトルを示す．
図 3.10-図 3.12および図 3.16-図 3.18に，2010年 07月 23日 19:00から 22:00にかけて行っ
たシミュレーション結果の速度ベクトルを示す．図 3.10-図 3.12は，21:00(シミュレーショ
ン開始 (19:00)から 7200秒後)の鴨越堰付近の総層数が 3層および 5層の場合の速度ベク
トルを示す．図 3.10は底層における速度ベクトルを示し，図 3.11は中間層における速度
ベクトルを示す．また，図 3.12は表面層における速度ベクトルを示す．図 3.16-図 3.18は，
21:00(シミュレーション開始 (19:00)から 7200秒後)の鴨越堰から河口部にかけての計算
領域全体の総層数が 3層および 5層の場合の速度ベクトルを示す．図 3.16は底層における
速度ベクトルを示し，図 3.17は中間層における速度ベクトルを示す．また，図 3.18は表
面層における速度ベクトルを示す．

3.4 まとめ
本章では，陰的方法による吉井川の流れのマルチレイヤシミュレーション結果が示され
た．吉井川の流れを数値的に解析するためには，グローバル・ポジショニング・システム
（GPS）と超音波測深機より構成されるハードウェア・システムを使用した河床地形の計
測データが適用された．測位，測深データ（図 3.1）は，流れの数値解析に導入され，計
算結果が生成された．地形データはガウス・クリューゲル投影法により直交座標に変換さ
れた．時間・位置データおよび時刻・深さデータが同期され，各要素上の最小二乗近似は，
深さを生成するために適用された（図 3.1）．数値結果は，流れシミュレーションのため
適用された測定の技術が実用的に適切であることを証明した．
吉井川河口部一日の水位が最も低い時間帯（13：00 - 16:00）で３層と 5層のシミュレー
ションを行った結果は河口部全体では 15:00頃に逆流が発生したことを示し，底層では鴨
越堰付近の最も深い場所を中心に渦が発生したことを示す．吉井川河口部一日の水位が最
も高い時間帯（19:00 - 22:00 ）で３層と 5層のシミュレーションした結果は河口部全体で
は 20:00時に逆流が発生したことを示す．この時間帯では河口部の水位が鴨越堰の水位よ
りも高くなっていることから以上の状態が起こったと思われる．そのため，逆流のあるこ
とから河川の滞留がある可能性がある．また，上流からの汚濁物質が集まって赤潮が発生
する原因となることも示唆される．
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図 3.7: 2010年 07月 23日（15:00）の鴨越堰付近の速度ベクトル：底層 (上 3層，下 5層)
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図 3.8: 2010年 07月 23日（15:00）の鴨越堰付近の速度ベクトル：中間層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.9: 2010年 07月 23日（15:00）の鴨越堰付近の速度ベクトル：表面層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.10: 2010年 07月 23日（21:00）の鴨越堰付近の速度ベクトル：底層 (上 3層，下 5層)
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図 3.11: 2010年 07月 23日（21:00）の鴨越堰付近の速度ベクトル：中間層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.12: 2010年 07月 23日（21:00）の鴨越堰付近の速度ベクトル：表面層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.13: 2010年 07月 23日（15:00）の吉井川口部の速度ベクトル：底層 (上 3層，下 5層)
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図 3.14: 2010年 07月 23日（15:00）の吉井川口部の速度ベクトル：中間層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.15: 2010年 07月 23日（15:00）の吉井川口部の速度ベクトル：表面層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.16: 2010年 07月 23日（21:00）の吉井川河口部の速度ベクトル：底層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.17: 2010年 07月 23日（21:00）の吉井川河口部の速度ベクトル：中間層 (上 3層，下 5

層)
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図 3.18: 2010年 07月 23日（21:00）の吉井川河口部の速度ベクトル：表面層 (上 3層，下 5

層)
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第4章 児島湖のマルチレイヤ流れシミュ
レーション

4.1 概要
本章では，児島湖で発生した流れと湖底地形の変化との間の相互作用を，湖底地形の測
定結果を用いて数値的に調べた．児島湖のような浅い水域で発生する流れを有限要素法に
より分析し，時間積分に基づく数値解析手法を説明し，数値結果を提示した．流体力学の
方程式から得られた偏微分方程式の空間的変化を有限要素法により離散化した．偏微分方
程式を常微分方程式に変形し，常微分方程式を解く数値手法を適用した．PECEモードに
おけるAdams−Bashforth−Moulton予測子修正子法を用いた．垂直方向の動きをキャプ
チャするレベルモデルが使用された．
瀬戸内海は本州と日本の四国との間にある．児島湾は，岡山市にある湾で，瀬戸内海の
一部である．西側になる児島湖は児島湾の湾奥を締切堤防によって締め切って造られた淡
水の人工湖である．児島湖は日本でもっとも水質汚染の進んだ湖沼のひとつとされ，春先
から夏場にかけては湖一帯で悪臭の発生することがある．児島湖の面積は約 10 [km2]で
ある．その水位は左岸に位置する 6門のゲートからの排水で制御し，その平均深さは約
1.8 [m]から 2.1 [m]まで変化する．児島湖の主な水源は，倉敷川及び笹ヶ瀬川の二つの川
からの供給である．湖の水位を維持するために児島湖から児島湾への水を排出する必要が
ある場合にゲートが開かれる．児島湖から児島湾へ排水により生じる流れの影響を受け，
堆積および浸食が発生し，湖底地形は変化する．
図 4.1は児島湖全体の湖底の等高線を示す [11, 16]．2008年 5月 31日 11:36から 14:49

までに児島湖のゲートが開放され児島湖から児島湾への排水が行われた．この間の児島
湖，倉敷川，笹ヶ瀬川および児島湾の水位変化を図 4.2に示す [11]．これらのデータをと
もに運動方程式および連続の方程式の有限要素法の解析に用いた． 第 2節では，有限要
素法により数値的に解析する方法を示す．第 3節では，第 2節での方法を一つの例に適用
し，児島湖を対象領域とし，流れのマルチレイヤシミュレーションを行った結果を示す．
最後にシミュレーション結果を考察する．

4.2 有限要素法による数値方法

4.2.1 非圧縮性粘性流体の流れの支配方程式

水中を伝わる音の速さは約 1500 [m/s]であり，考えようとする流れの速さは 10 [m/s]

までなので，十分遅い流れと言える．このときの流体は非圧縮性であると仮定する．対象
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図 4.1: 児島湖全体領域の湖底の等高線 [16, 11]．
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図 4.4: 浅水長波の座標系

とする水の流れの起こっている領域が湖沼内であるから，地球の大きさに比べて局所的で
あるので，地球表面の曲率を考慮する必要なく，地表面を平面として扱うことにする．
ここで，最も適切であろうと考えるナビエ・ストークス（Navier-Stokes）方程式を適
用する．三次元直交座標系 (x, y, z)を用いることとし，その原点を水面の 1点に固定す
る．水面上にそれぞれ x軸を東向き，y軸を北向きにとる．z軸を鉛直方向に上向きにと
る．z = 0の平面は平均水面となる．h(x, y)を平均水面から水底までの水深 [m]とする．
ζ(x, y, t)は水位で，平均水面から水面までの鉛直変位である．全水深をH = h + ζ とお
く（図 4.4を参照）．流体の密度 ρ [kg/m3]を一定とし，u, vおよびwをそれぞれ x軸, y

軸および z軸方向の流速成分 [m/s]，pを圧力 [Pa]，考慮したい流体の運動はナビエ・ス
トークス（Navier-Stokes）運動方程式とオイラー（Euler）の連続の方程式により記述さ
れる．つまり，
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で与えられる [4, 6, 7, 8, 9, 17]．児島湖に発生した流れに対する方程式（4.1）, （4.2）,

（4.3）および （4.4）を有限要素法により解析する．
ここで，式

τxx = −p+ µ
∂u

∂x
, τyy = −p+ µ

∂v

∂y
, (4.5)
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τzz = −p+ µ
∂w

∂z
, τxy = τyx =

µ

2
(
∂u

∂y
+

∂v

∂x
), (4.6)

τxz = τzx =
µ

2
(
∂u

∂z
+

∂w

∂x
), τyz = τzy =

µ

2
(
∂v

∂y
+

∂w

∂x
), (4.7)

の τxx, τxy, τyx, τyy, τxz, τyzは粘性による応力テンソルの成分を表す [7]．ただし，tは時間
を，gは重力加速度をそれぞれ表す．ここで，f はコリオリの因子と呼ばれ，地球の自転
により地球上の水平運動 (u, v)に対し直角 (v,−u)に動く力の比例定数である．µは流体
の粘性係数 [Pa・s]である．
複雑な地形の効果を考慮するため，式（4.1） - （4.4）を水深方向に積分し，水面と水
底での境界条件および水平方向の平均流速を導入し，また離散化する．以下では，図 4.4

を参照して浅水長波流れの支配方程式の導出を行う [1]．まず，連続方程式の成り立つ条
件を考える．直方体

R = {(x, y, z)|x0 ≤ x ≤ x1, y0 ≤ y ≤ y1, z0 ≤ z ≤ z1} (4.8)

における物質の総質量は積分　∫∫∫
R

ρdx dy dz (4.9)

であり，その変化速度

d

dt

∫∫∫
R

ρdx dy dz =

∫∫∫
R

∂ρ

∂t
dx dy dz (4.10)

は，Rにおける単位時間当たりの質量の増加量と減少量の差と等しい．平面 x = x0を通
過して単位時間当たりにRに流入する流体の質量は∫ z1

z0

∫ y1

y0

ρ(x0, y, z, t)u(x0, y, z, t) dy dz (4.11)

であり，平面 x = x1を通過して単位時間当たりにRから流出する物質の質量は∫ z1

z0

∫ y1

y0

ρ(x1, y, z, t)u(x1, y, z, t) dy dz (4.12)

で与えられる．したがって x軸に垂直な平面に通過する流体の質量の増加量と減少量の
差は ∫ z1

z0

∫ y1

y0

ρ(x0, y, z, t)u(x0, y, z, t) dy dz

−
∫ z1

z0

∫ y1

y0

ρ(x1, y, z, t)u(x1, y, z, t) dy dz

= −
∫∫∫

R

∂(ρu)

∂x
dx dy dz (4.13)
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となる．同様に y軸と z軸に垂直な平面に通過する流体の質量の増加量と減少量の差は，
それぞれ

−
∫∫∫

R

∂(ρv)

∂y
dx dy dz, −

∫∫∫
R

∂(ρw)

∂z
dx dy dz (4.14)

となる．これら増加量と減少量の差の総和がR内の総質量の変化速度に等しいので，∫∫∫
R

(
∂ρ

∂t
+ div(ρv))dx dy dz = 0 (4.15)

となる．ただし

div(ρv) =
∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
+

∂ρw

∂z
(4.16)

とする．この式が任意の直方体Rに対して成り立つ．したがって

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 (4.17)

となる．この偏微分方程式は連続の方程式と呼ばれる．
この式は，

d

dt
=

∂

∂t
+ (v · grad) (4.18)

とすると，

dρ

dt
+ ρ div v = 0 (4.19)

と表すことができる．非圧縮性の流れ (密度が一定な流れ)では，連続の方程式は

div v = 0 (4.20)

となる [18]．つまり，式 (4.21)

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0. (4.21)

が成り立つ．
更に，運動方程式を考える．一般に，圧力に対する流体静力学方程式により，垂直の加
速が重力と比較して微少であるため，vを無視すると，運動方程式（4.3）の垂直成分は以
下の式のように近似される．

∂p

∂z
+ ρg = 0 (4.22)

上式を zに対して積分すると，

p = pa + ρg(ζ − z) (4.23)
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となる．ここで，paは気圧を表示する．ここで，paと ρ は一定の定数であると仮定し，方
程式 (4.23)を x, yでそれぞれ微分すると次のようになる．

∂p

∂x
= ρg

∂ζ

∂x
, (4.24)

∂p

∂y
= ρg

∂ζ

∂y
(4.25)

また，これらの方程式（4.24）および（4.25）を方程式（4.1）と（4.2）に適用すると，

∂u

∂t
+

∂(uu)

∂x
+

∂(uv)

∂y
+

∂(uw)

∂z
− fv + g

∂ζ

∂x
− 1

ρ

(
∂τxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

)
= 0, (4.26)

∂v

∂t
+

∂(vu)

∂x
+

∂(vv)

∂y
+

∂(vw)

∂z
+ fu+ g

∂ζ

∂y
− 1

ρ

(
∂τyx
∂x

+
∂τyy
∂y

+
∂τyz
∂z

)
= 0 (4.27)

が得られる．これらの方程式より変数は u, v, wおよび ζで与えられる [14]．
水面における境界条件を考える．
ある時刻に水の表面を構成していた流体粒子はその後も水の表面を構成し続ける．した
がって，

F (x, y, z, t) = z − ζ(x, y, t)

= 0, (4.28)

上式と式 u = dx/dt, v = dy/dt, w = dz/dtより，

∂F

∂t
=

∂z

∂t
− ∂ζ

∂t

= w −
(
∂ζ

∂t

∂t

∂t
+

∂ζ

∂x

∂x

∂t
+

∂ζ

∂y

∂y

∂t

)
= w −

(
∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y

)
= 0 (4.29)

となる．或いは

w|z=ζ =
∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
(4.30)

で表される．したがって，自由表面条件（4.30），式（4.21），（4.26）および（4.27）から
なる四つの方程式の四つの変数 u, v, w, ζが導かれる．
水面 z = zk =constantの最上層から順に b個の層に分割し，k = 1, 2, · · · , bとする．こ
こで，k, b は整数であり，kは層番号である．bは低層の層番号である（図 4.5を参照）．
第 (k)層の層厚 hkを以下のようにする．潮位の変更のため，層厚 h1は空間および時間に
おいて異なる．層の数は水平面上の位置の深さによって異なる．しかし，最下層の厚みは
底の地形図 x, y平面に応じて変わる．
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図 4.5: レベルモデル

k層に対して，質量と運動量の支配方程式は積分される．ここで，k = 1, 2, · · · , bと b

は層の数である．先ず，連続の方程式を考える．連続の方程式（4.21）に対して，第 k層
と第 k ± 1層の間を zで k + 1

2
から k − 1

2
までの積分をすると，∫ k− 1

2

k+ 1
2

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
dz = wk− 1

2
− wk+ 1

2
+

∫ k− 1
2

k+ 1
2

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
dz

= 0. (4.31)

となる．したがって

wk− 1
2
= wk+ 1

2
−
∫ k− 1

2

k+ 1
2

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
dz (4.32)

となる．微分の記号 ∂
∂x

+ ∂
∂y
と積分の記号

∫
dzを交換すると，上式は

wk− 1
2
= wk+ 1

2
−

(
∂

∂x

∫ k− 1
2

k+ 1
2

u dz +
∂

∂y

∫ k− 1
2

k+ 1
2

v dz

)
(4.33)

となる．第 k−1層と第 k層間の第 k水量の水平速度を積分すると，u(x, y, z, t), v(x, y, z, t)
を鉛直方向に積分をしてその平均を取ったものをそれぞれ U(x, y, t), V (x, y, t)とする．

U ≈ 1

H

∫ k− 1
2

k+ 1
2

u dz =
1

H
⟨u⟩ (4.34)

V ≈ 1

H

∫ k− 1
2

k+ 1
2

u dz =
1

H
⟨u⟩ (4.35)

が得られる．方程式（4.34）および（4.35）より，方程式 (4.33)は

wk− 1
2
= wk+ 1

2
−
{
∂(HU)

∂x
+

∂(HV )

∂y

}
l=k

(4.36)

となる．
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各層ごとの質量保存則により，境界面 k − 1
2
の鉛直流速wは [6]，

wk− 1
2
= −

b∑
l=k

{
∂(HU)

∂x
+

∂(HV )

∂y

}
l

(4.37)

となる．ここで，kは，k = 2, 3, · · · , bおよび bは層の総数である．連続の方程式（4.30）
より，最上層では

dζ

dt
= −

b∑
l=1

{
∂(HU)

∂x
+

∂(HV )

∂y

}
l

(4.38)

と表せる．
更に，運動方程式について考える．MkおよびNkは xと y方向の単位幅当たりの流量

Mk = hkUk, Nk = hkVk (4.39)

である．また式

dx

dt
= Uk,

dy

dt
= Vk, (4.40)

式（4.1）および（4.2）により，次の運動方程式

dMk

dt
=

b∑
l=k

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Mk−1

hk−1
+ Mk

hk

2

−
b∑

l=k+1

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Mk

hk
+ Mk+1

hk+1

2
− gHk

∂ζ

∂x

− γ2(∆V )k

(
Mk

hk

− Mk+1

hk+1

)
+ γ2(∆V )k−1

(
Mk−1

hk−1

− Mk

hk

)
+

Ah

ρ

∂2Mk

∂x2
+

Ah

ρ

∂2Mk

∂y2
(4.41)

と

dNk

dt
=

b∑
l=k

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Nk−1

hk−1
+ Nk

hk

2

−
b∑

l=k+1

(
∂Ml

∂x
+

∂Nl

∂y

) Nk

hk
+ Nk+1

hk+1

2
− gHk

∂ζ

∂y

− γ2(∆V )k

(
Nk

hk

− Nk+1

hk+1

)
+ γ2(∆V )k−1

(
Nk−1

hk−1

− Nk

hk

)
+

Ah

ρ

∂2Nk

∂x2
+

Ah

ρ

∂2Nk

∂y2
． (4.42)

が与えられる．
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ここで，

(∆V )k−1 =
√

(Uk−1 − Uk)2 + (Vk−1 − Vk)2

=

√(
Mk−1

hk−1

− Mk

hk

)2

+

(
Nk−1

hk−1

− Nk

hk

)2

(4.43)

である．
常微分方程式の数値解法の一種であるアダムス・バッシュフォース法で次の値を予測し，
それをアダムス・ムルトン法で修正する方法をアダムス法という．方程式（4.38），（4.41）
および（4.42）にこれらのPECEモードである予測子修正子法を適用した．ただし，最初
の３のステップでは次数４のルンゲ・クッタ法を適用した (詳細は第 2章の 2.2.3を参照さ
れたい)．

4.2.2 初期条件と境界条件

パラメータ γ2 = 0.0026は水底摩擦係数である [16]．Ahは渦粘性を表す定数であり，ρ

は水の密度を表す．ここで，ρ = 1000 [kg/m3]，g = 9.81 [m/s2]，Ah = 0.1とする．境界条
件としてMkとNkの値をゼロと設定する．全節点の初期値としてMk = 0およびNk = 0

を設定する． ここで，kは k = 1, 2, 3, · · · , bで，bは層の総数である．

4.3 流れのシミュレーション結果と考察
児島湖のゲートが 11:36 (jst)から 14:00 (jst)まで開放されたとして，11:36 (jst)か
ら 15:00 (jst)にかけての児島湖の流れは数値的に解析された．流れのシミュレーション
により水の動きを解析するため，総水深を 3層に分割した場合のシミュレーション結果を
図 4.6-4.21に示す．湖の初期水位をゲート付近の水位とほぼ同じとし，河川の初期水位を
補間した．世界第 2位の人造淡水湖「児島湖」は 1959年に誕生し，その締切堤防は水量
の確保，防災機能および親水空間の整備などの役割がある [19]．そのため，以下では児島
湖ゲート付近の流れを主に議論した．通常必要に応じてゲートを開閉するため，児島湖の
ゲート付近の地形は複雑であり，その変化や汚濁物質の拡散現象を解析するためには流れ
の精度の良い数値解析が必要である．
数値シミュレーションは，図 4.3の有限要素メッシュを適用し，3層の場合について行っ
た．図 4.6は，総層が 3である場合について，シミュレートを開始後，すなわち，ゲート開
放後 8500秒後の表層，中間層および底層の平均速度ベクトルを示している．同様に，図
4.7は 8550秒後，図 4.8は 8600秒後，図 4.9は 8650秒後，図 4.10は 8700秒後，図 4.11は
8750秒後，図 4.12は 8800秒後，図 4.13は 8850秒後，図 4.14は 8900秒後，図 4.15は 8950

秒後，図 4.16は 9000秒後，図 4.17は 9050秒後，図 4.18は 9100秒後，図 4.19は 9150秒
後，図 4.20は 9200秒後，図 4.21は 9250秒後の表層，中間層および底層の平均速度ベク
トルを示している．
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図 4.6: 児島湖のゲート開放後，t = 8500秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.7: 児島湖のゲート開放後，t = 8550秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.8: 児島湖のゲート開放後，t = 8600秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.9: 児島湖のゲート開放後，t = 8650秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.10: 児島湖のゲート開放後，t = 8700秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.11: 児島湖のゲート開放後，t = 8750秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.12: 児島湖のゲート開放後，t = 8800秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.13: 児島湖のゲート開放後，t = 8850秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.14: 児島湖のゲート開放後，t = 8900秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.15: 児島湖のゲート開放後，t = 8950秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.16: 児島湖のゲート開放後，t = 9000秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．

73



 2000

 2500

 3000

 3500

 4000

 4500

-500  0  500  1000  1500

y 
(m

)

x (m)

t = 09050 s (bottom layer)

0.01 m/s

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000

 4500

-500  0  500  1000  1500

y 
(m

)

x (m)

t = 09050 s (middle layer)

0.01 m/s

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000

 4500

-500  0  500  1000  1500

y 
(m

)

x (m)

t = 09050 s (surface layer)

0.01 m/s

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000

 4500

-500  0  500  1000  1500

y 
(m

)

x (m)

t = 09050 s 

0.01 m/s0.01 m/s0.01 m/s

図 4.17: 児島湖のゲート開放後，t = 9050秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.18: 児島湖のゲート開放後，t = 9100秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.19: 児島湖のゲート開放後，t = 9150秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.20: 児島湖のゲート開放後，t = 9200秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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図 4.21: 児島湖のゲート開放後，t = 9250秒後のゲート付近の速度ベクトルを等間隔表示．
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4.4 まとめ
本研究では，流れのシミュレーションを行うため，流れの方程式を数値的に解いた．水
の速度を計算し，児島湖の流れの動きを解析するためには，流体力学の支配方程式である
運動方程式および連続の方程式に多層有限要素法を適用した．安定した流れのシミュレー
ションを高精度かつ高速に行うため，次数 4のアダムス・バッシュフォース・ムルトン予
測子修正子法（PECEモード）を用いた．計測した地形データをガウス・クリューゲル投
影法により平面直角座標に変換し，数値解析に適用した．時刻・位置データおよび時刻・
深さデータは同期され，各要素上で最小二乗法よる線形近似を行い，深さを生成するため
に適用した (図 4.1)．
第 4.3節では，総層数が 3のときの流れのシミュレーション結果を示した．つまり，平
均速度ベクトルの時間 tによる変化と層毎による変化を図 4.6-4.21にそれぞれ示した．こ
れらの図で，底層，中間層および表層の平均流速ベクトル (矢印の長さは流速の速さを，
向きは流速の向きをそれぞれ表す)が順に大きくなっている．児島湖のゲートを閉めた後，
平均速度が遅くなり，ゲート付近で渦が発生しているようすがみられる．このことから，
児島湖のゲートを開閉することにより発生する渦が児島湖のゲート付近の地形を図 4.1で
示したように複雑な地形になる原因と考えられる．また，この発生した渦は，倉敷川や
笹ヶ瀬川の上流から流れ込んできた汚濁物質の滞留の原因になると考えられる．
解析結果は，計測データを用いて行う計算領域の水深データ更新技術は実用的であるこ
とを示す．
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第5章 有限要素法による津波の解析

5.1 概要
北太平洋南海トラフは，日本およびその周辺の地震や津波の主要な発生源である．図

5.1は，南海トラフを含む領域の地形を示している [20]．1968年 4月 1日，日本の南海領
域でマグニチュード 7.5の地震が発生し，日向灘津波と呼ばれる津波が発生した [21]．
本章では，北太平洋で発生した日向灘地震により発生した津波挙動を再現および予測す
るため新技術でモデル化し，数値的に解析を行った結果を紹介する．そのため，偏微分方
程式からなる流体力学にもとづく方程式を有限要素法を用いて離散化する [22, 23, 24]．ま
ず，市販のデータから計算領域を生成するために，緯経度および水深からなるデータを，
ガウス・クルューゲル投影法を用いて平面直角座標へ変換する．次に，支配方程式を有限
要素法で空間的に離散化する [25, 26]．計算結果は，可視化され，伝播速度や津波の高さ
などの津波の影響が分析される．実際に記録された湾内の津波記録 [27]と比較した．津波
のシミュレーションにより津波発生から沿岸への到達時刻および津波の高さの予測が可能
となる．

5.2 津波の支配方程式
津波伝播シミュレーションの数値モデルは連続の方程式と運動方程式に基ずく長波を解
析するための偏微分方程式

∂M

∂t
+ g(h+ ζ)

∂ζ

∂x
= 0

∂N

∂t
+ g(h+ ζ)

∂ζ

∂y
= 0 (5.1)

∂ζ

∂t
+

∂M

∂x
+

∂N

∂y
= 0.

で与えられる [28]．ここで，gは重力加速度である．直交座標系を考える．平均海面上に，
それぞれ x軸を東向き，y軸を北向きにとり，z軸を鉛直方向の上向きにとる．z = 0の平
面は平均海面となる．h(x, y)を平均海面から海底までの水深 [m]とする．ζ(x, y, z)は潮位
[m]で，平均海面から海面までの鉛直変位である．また，質量輸送の成分M とN はそれ
ぞれ速度の x成分 uと y成分 vを鉛直方向に海面から海底まで積分すると

M =

∫ ζ

−h

u dz, N =

∫ ζ

−h

v dz, (5.2)
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図 5.1: 南海トラフを含む海底の地形
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となる．支配方程式（5.1）をコンピュータを利用して数値的に解くために，有限要素法
により空間の離散化を行う．
ここで，n個の節点とm個の要素からなる線形三角形要素メッシュを考える．Φj（x, y）
は i番目の節点（xi, yi）での基底関数であり，すなわちΦj（x, y）は領域上で連続関数であ
り，各要素上で xと yの線形関数となる．

Φi(xj, yj) = δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j
, i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , n. (5.3)

M(x, y, t) ≈
n∑

j=1

Mj(t)Φj(x, y)

N(x, y, t) ≈
n∑

j=1

Nj(t)Φj(x, y)

ζ(x, y, t) ≈
n∑

j=1

ζj(t)Φj(x, y)

h(x, y) ≈
n∑

j=1

hjΦj(x, y),

(5.4)

式 (5.4)を式 (5.1)に代入すると

n∑
j=1

dMj

dt
Φj + g

∂ζ

∂x

n∑
j=1

(hj + ζj) Φj = 0

n∑
j=1

dNj

dt
Φj + g

∂ζ

∂y

n∑
j=1

(hj + ζj) Φj = 0 (5.5)

n∑
j=1

dζj
dt

Φj +
∂M

∂x
+

∂N

∂y
= 0

となる．(xi, yi)に対して，式 (5.5)は

dMi

dt
= −g (hi + ζi)

∂ζ

∂x

dNi

dt
= −g (hi + ζi)

∂ζ

∂y
(5.6)

dζi
dt

= −∂M

∂x
− ∂N

∂y

となる．式 (5.6)の右辺の偏導関数を，第 (xi, yi)節点を共有する要素上の平均値とする．
このとき式 (5.6)は常微分方程式となり，既存のODEソルバーによって数値解が得られ
る [25, 26]．
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常微分方程式の数値計算法の一つとして，１段階である次数４のルンゲ-クッタ法 (Runge-

Kutta method)と４段階のアダムス法 (Adams-Bashforth-Moulton method)を本研究で適
用した．つまり，本節の最後に導かれた常微分方程式 (5.6)をルンゲ・クッタ法およびア
ダムス法の数値計算法により解いた．詳細は第 2.2.3節を参照されたい．

5.3 ガウス・クリューゲル投影法
本研究では準拠楕円体 (reference ellipsoid)に基づいて，緯度経度をガウス・クリューゲ
ル投影法 (Gauss-Kruger projection)により直交座標に変換する．aと bはそれぞれ準拠楕
円体の赤道半径 (長半径)と極半径 (短半径)である．世界測地系 1984（WGS-84）により，
a = 6378137.0[m], b = 6356752.31425[m]となる．f = (a− b)/aおよび c = a2/bはそれぞ
れ偏平率と極点における回転楕円体の曲率半径である．卯酉線曲率半径をNr = c/

√
1 + η2

で表す．子午線の曲率半径をMr = c/(1 + η2)3/2で表す．ここで，

∆φ = φ− φ0, ∆λ = λ− λ0.

第 1離心率と第２離心率は

e2 =
a2 − b2

a2
=

(e′)2

1 + (e′)2
= 2f − f 2

(e′)
2
=

a2 − b2

b2
=

(e)2

1− e2
=

f(2− f)

1− f 2
(5.7)

である．
同一子午線上の 2点間の長さを子午線弧長という．赤道から緯度φへ至る子午線弧長を

Bで表すと，

B = a
(
1− e2

)(
A′φ− B′

2
sin 2φ+

C ′

4
sin 4φ

−D′

6
sin 6φ+

E ′

8
sin 8φ− F ′

10
sin 10φ

) (5.8)

である．ここに，

A′ = 1 +
3

4
e2 +

45

64
e4 +

175

256
e6 +

11025

16384
e8 +

43659

65536
e10

B′ =
3

4
e2 +

15

16
e4 +

525

512
e6 +

2205

2048
e8 +

72765

65536
e10

C ′ =
15

64
e4 +

105

256
e6 +

2205

4096
e8 +

10395

16384
e10

D′ =
35

512
e6 +

315

2048
e8 +

31185

131072
e10

E ′ =
315

16384
e8 +

3465

65536
e10

F ′ =
693

131072
e10

(5.9)

83



である．η2と tは

η2 = e′
2
cos2 φ, t = tanφ,

で表す．卯酉線の半径は

Nr =
a√

1− e2 sin2 φ
. (5.10)

で与えられる．
二次元ガウス・クリューゲル座標は

x = B +
Nr (∆λ)2

2
sinφ cosφ

+
Nr (∆λ)4

24
(5− p2 + 9η2 + 4η4) sinφ cos3 φ

+
Nr (∆λ)6

720
(61− 58p2 + p4 + 270η2 − 330p2η2)

× sinφ cos5 φ

+
Nr (∆λ)8

40320
(1385− 3111p2 + 543p4 − p6) sinφ cos7 φ (5.11)

y = Nr (∆λ) cosφ+
Nr (∆λ)3

6
(1− p2 + η2) cos3 φ

+
Nr (∆λ)5

120
(5− 18p2 + p4 + 14η2 − 58p2η2) cos5 φ

+
Nr (∆λ)7

5040
(61− 479p2 + 179p4 − p6) cos7 φ (5.12)

で与えられる [29]．
実際に使われる平面直交座標 (X, Y )は，

X = m0k(x−B0) +X0

Y = m0ky + Y0

(5.13)

で与えられる．ここにm0は零子午線縮率，B0は赤道から平面座標系の原点緯度までの
子午線弧長，X0, Y0は多くは負の座標値を避けるために加える加定数，kは平面標高係数

k = 1 + h0/r0. (5.14)

で，h0は楕円対面からの座標平面の高さであり，楕円体の表面で h0 = 0とする．Mrを a

と e2で表すと，

Mr =
a (1− e2)(

1− e2 sin2 φ
)3/2 (5.15)

となる．r0は原点における平均曲率半径

r0 =
√
Mr0Nr0 (5.16)
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図 5.2: 初期海面 (全体領域の一部を抜いた)を節点で表す．

である．ここに，φ = φ0により，Mr0およびNr0は式 (5.10)および式 (5.15)から導かれる．
平面直交座標系では，

m0 = 0.9999,

X0 = 0,

Y0 = 0,

k = 1,

(5.17)

とする．その原点を東経 133◦30′，北緯 33◦とする [29]．

5.4 計算領域，初期条件

5.4.1 計算領域

東経 130◦から 140◦まで，北緯 30◦から 36◦までの矩形領域上で，津波波伝播のシミュ
レーションを行った．座標系の原点を東経 133◦30′と北緯 33◦に設定した．緯度経度から
平面直角座標に変換するためにガウス・クリューゲル投影法を使用した [25]．x軸方向の
間隔は均等に 600分割した．同様に，y軸方向の間隔は均等に 360分割した．したがって，
432000個の三角要素と 216961個の節点からなるメッシュデータが生成された．

5.4.2 初期条件

節点および要素の図 5.2と図 5.3で示すように，波源として 8 × 20グリッド長方形の
地域に，高さ 1 [m]の隆起が起こると考える．隆起量は周囲 2グリッドにおいては，0.67

[m]，0.33 [m]と減少させて台形状にした [27]．この方法で初期海面 ζi を決定し，Mi お
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図 5.3: 初期海面 (全体領域の一部を抜いた)をワイヤーフレームで表す．

図 5.4: 南海トラフの地形を有限要素メッシュによるカラーマップで表す．
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図 5.5: 初期海面．

よび Niの初期値を hi + ζi ≤ 0のときMi = 0および Ni = 0とし，hi + ζi > 0のとき√
M2

i +N2
i = ±

√
ghiとする．

5.5 まとめ
津波伝播が発生から約一時間 (図 5.5 - 5.17を参照されたい)数値的に解析された．初期
および 300秒後の津波の状況を図 5.5および図 5.6に示す．図 5.7および図 5.8はそれぞれ
津波発生後 600秒と 900秒後の波を示す．図 5.9および図 5.10はそれぞれ津波発生後 1200

秒および 1500秒後の波を示す．図 5.11および図 5.12はそれぞれ津波発生後 1800秒およ
び 2100秒後の波を示す．図 5.13および図 5.14はそれぞれ津波発生後 2400秒および 2700

秒後の波を示す．図 5.15および図 5.16はそれぞれ津波発生後 3000秒および 3300秒後の
波を示す．図 5.17は津波発生後 3600秒後の海面の状態を示す．
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図 5.6: 津波発生から t=300秒後．

図 5.7: 津波発生から t=600秒後．
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図 5.8: 津波発生から t=900秒後．

図 5.9: 津波発生から t=1200秒後．
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図 5.10: 津波発生から t=1500秒後．

図 5.11: 津波発生から t=1800秒後．
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図 5.12: 津波発生から t=2100秒後．

図 5.13: 津波発生から t=2400秒後．
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図 5.14: 津波発生から t=2700秒後．

図 5.15: 津波発生から t=3000秒後．
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図 5.16: 津波発生から t=3300秒後．

図 5.17: 津波発生から t=3600秒後．
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表 5.1: 場所による第 1波の到達した時刻と津波の高さ．
チェック点：場所 北緯 津波の高さ [m]と時刻 [s]

東経 0.1 [m] 0.25 [m] 0.5 [m] 最高波 [m]
1：油津 N1 = 31.58◦ 2190 [s] 3576[s] —– 3586 [s]

(ABURATSU) E1 = 131.42◦ (0.252 [m])
2：細島 N2 = 32.43◦ 597 [s] —– —– 683 [s]

(HOSOSHIMA) E2 = 131.67◦ (0.19 [m])
3：佐伯 N3 = 32.9◦ 959 [s] 1126 [s] 2376 [s] 2567 [s]
(SAIKI) E3 = 132.2◦ (0.91 [m])

4：土佐清水 N4 = 32.68◦ 1171 [s] —– —– 3061 [s]
(TOSASHIMIZU) E4 = 133◦ (0.19 [m])

津波発生後に，湾外の波形を推算するため南西から 1(油津)，2(細島)，3(佐伯) およ
び 4(土佐清水)の四つのポイントを選び，その津波の高さを調べた．これらの節点の経
緯度は順番にそれぞれ (N1, E1) = (31.58◦, 131.42◦), (N2, E2)= (32.43◦, 131.67◦), (N3, E3)
=(32.9◦, 132.2◦)および (N4, E4)= (32.68◦, 133◦) である [27]．図 5.18の上図は四つのチェッ
ク点の場所を表す．
四つの点 1(油津)，2(細島)，3(佐伯)および 4(土佐清水)の，津波発生から１時間後の津
波の高さの推移を図 5.19に示す．図 5.20 - 5.23はこれらの四つの点の数値計算による津
波の高さの推移をそれぞれ表している．表 5.1では四つの点の第 1波が到達した時刻およ
びその時刻での津波の高さをそれぞれ示す．つまり，各チェック点の津波の高さ 0.1 [m]，
0.25 [m]および 0.5 [m]に到達した時刻および最大値を示す．ここで，第 2点は震源地か
らの距離が最も近いから，波の到達した時刻が最も早い，最大値は 0.19 [m]である．震源
からの距離は，第 3点および第 4点ではあまり差がないが，波の到達した時刻に大きな差
が出た．これは波が震源地から第 3点周辺に到達する途中浅い海があるため津波伝播速度
に大きく影響したと考えられる．第 3点の津波の高さが最も高く (0.91 [m])なっている．
これらの結果は重要であり，津波の研究に知見を提供すると考える．湾内の津波記録は
相田勇氏 (1972)により記述されてる [27]．その結果によると，湾外での振幅は約 1/1.5 ∼
0.1/1.5になっている．湾外のシミュレーションの津波波形を 1次元で推算した結果は，数
値波形は入射波の他に湾内からの反射波も含まれている．したがって，誤差も伴っている
と考えられる．精密な数値実験が必要だが，結果が現実と一致しているとは言えない．そ
のため，計算方法に対して誤差をもっとも小さくすることが必要である．
津波のシミュレーションにより津波発生から沿岸への到達時刻を予測し，津波の高さを
予測することができた．津波の高さや伝播速度を的確に再現するには正確な地形データと
初期波形に関するデータが必要であると考えられる．そのため今後はソフトウェアの研究
開発が要求される．また，シミュレーションのための要素分割の最適化を検討するべきで
ある．
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図 5.18: チェック点およびメッシュ．
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図 5.19: 四つのチェック点の津波の高さの推移．

図 5.20: 計算値によるチェック点 1に対する津波の高さの推移．
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図 5.21: 計算値によるチェック点 2に対する津波の高さの推移．

図 5.22: 計算値によるチェック点 3に対する津波の高さの推移．
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図 5.23: 計算値によるチェック点 4に対する津波の高さの推移．
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第6章 結論

本論文では，吉井川および児島湖のマルチレイヤ流れおよび 1968年 4月 1日に発生し
た日向灘津波のシミュレーションについて論じた．まず，本解析モデルの妥当性を検討す
るため，回転放物面領域を対象とし，解析を行った．特徴は，海岸線が固定されていな
い移動境界を有することである．移動境界は自由に動くことで，解の一部として決定さ
れなければならない．移動境界を有する非線形流体運動のための厳密解は非常に稀であ
るが，非線形浅水波方程式のいくつかの具体的な解は，ウィリアム・カーライルサッカー
(Thacker 1981)より導出された．ここでは，水面が平面である数値解を考え，非線形浅水
波の方程式が有限要素法により解析された．水面が平面となる回転放物面領域の水の動き
が数値的に解析された．数値結果が示され，厳密解との比較が行われた．厳密解と数値解
が良く一致したことにより，本解析手法の妥当性が示された．
水環境流れを解析するために，有限要素メッシュ生成，水深データの計測，水深データ
補正，流れの数値シミュレーションという手順で解析を行い，これらを一つの河川と湖の
解析システムに統合させた．その結果，有限要素シミュレーションを行い，流れを再現す
ることで，流れの研究に知見を提供することが可能となる．また，多様なパラメータの値
を試し，現実に近いパラメータを推測し，流速や水位を近似することができた．
流れのシミュレーションでは吉井川の多層モデルの解析を行い，層毎に妥当に再現でき
た．下端層の流れでは流速が遅くてあまり変化がなく，上端層の流れでは流速が速くて逆
流が生じることもあることが解析結果より示唆された．湖流に関しては，陰的方法である
河川流モデルとは異なり，陽的マルチレイヤーモデルを用いた．その結果，湖流の時間的
変化にともなう流れのマルチレイヤーシミュレーションが再現された．数値結果は，流れ
シミュレーションのために適用された測定技術が実用的に適切であることを証明した．陽
的方法と陰的方法を比較した結果は，陽的方法である予測子修正子法 (PECEモード)の
方は，時間的に効率が良かった．
前述の手法は 1968年 4月 1日に発生した日向灘津波に適用された．有限要素メッシュ
が生成され，偏微分方程式は数値的に解析され，座標の変換が行われ，データが入力され
た．結果は視覚化され，津波の影響が分析された．津波発生してから沿岸への到達までの
時間，波の高さが予測された．波の高さや伝播速度を的確に再現するには正確な地形デー
タと初期波形に関するデータが必要であると考えられる．
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第7章 今後の課題と展望

吉井川および児島湖の流れのシミュレーションに対しては，以下のような課題が考えれ
らる．一つは，流れに対して広い領域で複数の三次元水底地形データの計測を行う．例え
ば，鴨越堰から河口（九蟠沖付近）までの広い範囲で計測を行う．二つ目は，シミュレー
ションのための計算をもっと多くのパラメータで，解析可能になるようにすることであ
る．三つ目は，いろいろな条件でシミュレーションを行い，シミュレーション結果と計測
結果を比較し，その妥当性を検証することである．以上のようなことを考慮し，このシス
テムを他の河川や湖あるいは沿岸海域などの流れにも適用し，解析を行うことを目標とす
る．本モデルでは，水域以外の陸地域は計算要素に含まないものとしている．よって，湖
流の時空間的変化にともなう越流を表現できない．したがって今後，越流も考慮した有限
要素分割法を含む解析手法を見直す必要があるといえる．
津波のシミュレーションに対しては以下のように考える．有限要素メッシュを細かくし

（メッシュの無駄が少ないことを考慮），津波のシミュレーションに影響する多様な条件
を考慮し，海岸線付近まで津波の伝播をシミュレートするだけでなく，沿岸到達のシミュ
レーションを行うことを目標とする．波の高さや伝播速度を的確に再現するには正確な地
形データと初期波形に関するデータが必要であると考えられる．また，津波記録と一致す
るかどうかの検証も必要である．今後はソフトウェアの研究開発が要求される．また，シ
ミュレーションのための要素分割の最適化を検討することも今後の課題である．
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