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フラクタル幾何学への誘い
一 複素力学系とその一般化

旦代 晃一

岡山大学教育学部数字教室

高橋教授から､今年のメイン ･テーマを数学教育におけるコンピュー

タの利用にしたいので,パピルスに関連する論文をなにか重 くようにと

のお話しがあった｡突然のことであったので,そのときはしりごみした

のたったが,考えた束に,わたしが最近関心を持っている複素力学系の

拡張についてご紹介しようと決心した｡

1.はじめに

視索力学系というと難しそうだが､簡単

な計算で定まる複素数列が収束するか,し

ないかを問題にするだけのことである｡後

索数列の収束はその実部と虚部からなる2

つの数列の収束と同一だから,実数列の収

束を知っていれば理解できる｡それたijの

材料で薫くべき多様な図形がコンビュ-夕

のCRT上に現れる｡生徒たちには何も説

明の必要はあるまい｡只その図形を見せる

だけで十分だろう｡数学は社会生活の中で

直接にはあまり役立っていないと思ってい

る生徒も数学の可能性に日良を見張るに連い

ない｡コンピュータに関心のある生徒なら

自分でも色々なフラクタル図形を画面に笹

かせてみたいと思うに違いない｡

2.複素力学系とは何だろう

ます複素数γを決めておくOつきに複素

数列の初項Zoを勝手に選んでおくOそのと

き複素数列 (zn)をつきの漸化式によって定

義することができる｡

zn.1- Zn2+γ (1)

この漸化式の最初の数項は高校生なら容易

に計算できる筈である｡

おおまかに言うと,この数列はγやzoの

絶対値が大きいと大抵発散する｡いいかえ

ると,それらが原点0の近 くにあるときの

み収束の可能性がある｡

日)のように複素正則関数で表される漸化

式のことを捜索力学系というo

複素力学系の特徴をみるには,つきのよう

な集合を図示して眺めてみるとよい｡
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(ア) zoを0に固定して Iznlが∞に発散

しないようなγの集合をMとするo

この集合をマンデルプロ集合という｡

イ)つきにγを固定して lznIが∞に発

散しないような初項 zoの集合を KT

と杏き,充填ジュリア集合という｡

これらの集合を眺めると,どのような複

系力学系であるのか大体わかるのである,

これらの契合の概形はパソコンで簡単に

描くことができるDたとえば, [1]には

BAS‥Cによるプログラムが掲載されて

いる｡短いプログラムなの7;,興味のある

方はぜひγの値をいろいろ変えて多様な充

填ジュリア集合の形態を味わって欲しいO

プログラムを入力しておけば,γの値を

生徒でもいろいろ変えられるので,簡単に

手作 りの充墳ジュリア集合が得られる点が

興味を呼ぶと思う｡生徒たちの充填ジュリ

ア集合のコンクールなども楽 しいのではな

いだろうか｡

なおカラー･プリンターを用いて,多色

の画像を描 くのも審美的見地から興味が増

Eものと思われる｡美しい充填ジュリア集

合の画像が掲載されている字数重広氏の本

[2]も参考になるだろうo

以下に述べる複素力学系の拡張について

も同様なのだが,プログラムは非常に簡単

なのだが計算量は非常に多く,美しい充填

ジュリア集合を探索 しようとすれば相当な

計算時間を必要とする｡なるべ くペンチア

ムなどの高速な CPUを搭載しているパソ

コンを使用し,プログラミング言語につい

ても BASICや,実行ファイルが中間吾語

を使用する BASICCOXPILERの使用はなる

べく避け,機械語の実行ファイルを生成す

るコンパイラの使用が勧められる｡

どうしても BASICがよいという方には,

UBASIC(E]本評論社)の使用をお勧めして

おく｡

3.4次元への拡張

-4次元図形を平面で切る-

まず4元数を定義することから始めよう｡

実数体の上の (I,&',i,A)を基底とする4

次元線型空間Hを考えよう｡すなわち,

Hはつきのような4元数とよばれる数の

全体である｡

r=rl+yl+zk+u)k (2】

ここにX,y,I.u)は実数である.これらを数

と考えるために,1 を単位元と考え,り ,

kの間につぎのような乗法を定義するO

一･J=-).L=k･ i2=-1,

J.k=-k･j-i, j2=-1,

k･L=-i･k=j, k2=-1.

これらの式によってHに自群に結合法則を

みたす積が定まることが容易に確かめられ

るoさらにHは零因子を持たないOすなわ

ち,Hの零でない元は逆元をもつ ｡このこ

とはつきのようにして確かめられる｡上の

ように表されたEにたいして4元数Eをつ

きの式で定義し,;の共役 4元数という｡

E=x1-yト zj-LUk.

このとき,

ll-=(xl+y2+Z2+LU2)1,
となるから,この式の平方韻を IlIと定

めると,革でないEにたいしてEの逆元 [-I

は E/JlJで与えられることがわかる｡なお,

E,77を4元数とするとき,ICT日-IllIT7I
が成立することを注意しておこう｡

さて,複素力学系と同様に4元数力学系を定

義することができる｡すなわち,4元数の定数

γを決めたとき,漸化式

ln.I≡ln2+γ 川

によって定まる4元数列 trn)を4元数力学系と

よぶ｡4元数力学系と複素力学系の大きい相違

のひとつはつきに述べる対称性の存在である｡

αを帯でない4元数とするとき,HからHへの

写像 r ･一一αrα~1は和,積および絶対値を保存

する｡したがって,刷 におけるtr")と､HJに
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おけるγを αγα~1で置き換えたときの (α

rnα~1)とは,上に述べたことから収束に

関してはまった く同じ挙動をすることがわか

るO (2)の右辺の第 2項以下をEの虚部とい

うが, [5]の命題108によると,上に述べ

た対応 (一一ala-1 4元数の虚部の上に3

次元の回転のなす群として作用 しているとい

うDしたがって,γを上に述べた対称性を用

いてγ=al+bi (b≧0) の形と思ってよい

ことがわかる.マンデルプロ集合の定点を思

い出せば,4元数力学系のマンデルプロ集合

は事実上複素力学系のマンデルプロ集合を知

れば,判ったも同然で,あまり独自の興味を

引 く存在ではないことがわかる｡

したがって,以下の話は充墳ジュリア集合

に限ることにしよう｡

4元数力学系の充填ジュリア集合は4次元

空間Hの部分集合なので,パソコンのCRT

上で観察するには2次元平面で切った切 り口

を眺めるのか常識的な考え方だろう｡つきの

節でサンプル ･プログラムを示してお くので

興味をお持ちの方はそれを土台に色々な方向

へと発展させて欲 しいと思う｡

4.サンプル ･プログラム

以下に4元数力学系の充填ジュリア集合を

2次元平面で切った切 り口の画像を描 くプロ

グラムの実例を 1つ示してお く｡前にも述べ

たようにプログラムは非常に短 く単純なので

BASICをご存 じの方なら,容易に内容を解読

できると思う｡また,2節,3節をお読みに

なっていない方でもこのプログラムをコンピュ

ータに入力されれば,充填ジュリア集合とは

どのようなものかを視覚的に捉えることがで

きるだろう｡

また,ここに与えるプログラムは切る2次元

平面を簡単なものにしてプログラムを見やす く

なるように書いてあ り,画像の美 しきを狙った

ものではない｡
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10RENH書目lledJuliaset日暮

20CLS3:CONSDLE0,25,0.I:screen3.0

30GAMNAX:0.43:GANNAY=0.36

40D=D.冊5

50FORU=12TO2STEPD

60fORV=-2TD2STEPD

70X=lU-V)/2こY=(U十Vl/2:Z=X:W=Y

8DN=0

90Xl=X暮XIY暮Y-ZIZ-W州 IGAHMAX

100Yl=X暮Y暮2†GANNAY

110Zl=X*Z暮2:Wl=X+W+2

120NOM=XlfXHYl暮YlIll暮Il+Wl州1

1301fⅣORN)4GOT0170

140X=Xl:Y=yl.･l=ll:W二Wl:N=NH

150IFNく31GDTOgO

160PSET1158*Ul300,-150書V†200)

170NEXTV

180NEXTU

lワoEND

このプログラムは

γ-0.431+0.36i

についての充填ジュリア盤台を xyzw 空間

の中の2次元平面 r-I,y-LLlで切った図

形を与えているoBASICは [1]に準 じた

文法で書いてあるので,必要に応 じてカラ

フルな美 しい画像が得 られるように手直し

して頂きたい｡さらに,このプログラムは

まった くのサンプルであって,美 しい画像

を目的とした数値を与えてある訳ではない｡

他の平面での切 り口を見たい人のために

若干のプログラムについてのコメン トを与

えておこう｡上のプログラムの70行におけ

る位置ベク トル (X,Y,i,W)の 川,VJによる

1次式の表示の係数ベク トルは共に単位ベ

ク トルであって互いに直交 している｡その

ように,2つの互いに直交する単位ベク ト

ルを遇ぶごとに.1つの平面による切 り口

が得 られる｡もちろん,小さい定数項を加

えてよい｡ご研究を期待 したい｡



5. おわ りに

本稿の主題は ｢フラクタル鞄何字への誘

い｣だった筈であるが,フラクタルの定義

すら示さなかったのは羊頭狗肉の誹 りを免

れないかも知れない｡ しか し,フラクタル

の入門は,たとえば [1]のような 1冊の

雷物に委ねられるべきであろう｡本紙では

より実戦的に,前節で与えた8ASICのプロ

グラムを主軸に据え,それをパソコンへ打

ちこんで頂 くことによって,視覚的にフラ

クタルの理解を目指 したのである｡

上において狗肉に擬せられた4元数力学

系は本誌上に世界初公開されたのではない

かと思うので,γの値を変えたり,U,V

の係数ベク トルとなる互いに直交する2つ

の単位ベク トルを変えた りして世界でおそ

らくは始めて描かれる充填ジュリア集合の

描像を十分に楽しんで頂きたい｡

最後に文献表について-善しよう｡ [1]

は上記のようにフラクタルの入門雷であ り,

できれば本稿 と併読 して頂きたいと思う｡

[2]は複素力学系の入門番であ り,図

版が多く楽 しめる本ではないかと思う｡

[3]は力学系については触れていない

が,フラクタルの数学的理論の入門番であ

る｡ [1]を読んでさらに数字的な理論を

学びたい人に手頃だと思う｡

最近刊行された 〔4]は校素力学系につ

いての本格的な数学宙である｡この本を読

むには,複素解析の索道が必要であるO本

稿で帝人 した4元数力学系についても [4]

と同様な数字的理論の建設が強 く期待され

るところである｡そのことはともか く,2

節では2次式についてのみ述べた捜索力学

系が,一般の解析関数に拡張され,深 く論

じられる様をみることができる｡

私が 1年前まで在職 した数字教室では宇

敷亙広,畑政も,木上停,上田哲生 らのこ

の分野の俊英と席を同じくしていた｡かえ
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りみて,あまりにも披らから学ぶことが

が少なかったことに思いを致 し,自分の

怠惰を強 く悔いているところである｡

大自然の中には,少な くとも図形的に

みれば,滑らかな関数よりも,フラクタ

ルとみる方が受け入れやすい事象で満ち

満ちている｡そして不思議なことにその

両者が地下の目に見えに くいところで手

をつないでいるらしい｡理論はともか く

パソコンで図形をいろいろ描かせている

うちにその秘密が見えてこないだろうか

と,本稿の執筆を思い立ったのだが,は

たしてどうだったろうか｡読者諸氏のご

感想を寄せて頂きたいと思う.
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