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研究の要約

例からの学習(learningbyexample8)とは,帰納的推論 (与えられた個々

の具体例から,一般的な規則を推測する過程)の一棟である.例からの学

習では,個々の具体例に当たるものとして,学ぶべき概念に該当する例

(正の例),あるいは蚊当しない例 (負の例)を受け取ることによって学習

を進める.本研究では.この例からの学習のうち,同定闘Jl(identi6cation

problem)と呼ばれる研究分野について取り上げ.同定問魔の数学教育-

の応用として.r教師が生徒の理解状況を学習する｣という収点から,秤

価活動の例を提案する.

1 同定問題の数学的定式化およ

び目的について

同定問題 とは.学習すべき概念を同定する手続

きを設計するに当たって準備 しておくべき粂件の

組を指す.同定問題は基本的に,次の 3つの要素

から成る.学ぶべき概念 (日伊)を含む典合Dは

対象領域と呼ばれる.対象額城中のそれぞれの対

象はそれぞれ少なくとも1つの表現と呼ばれるも

のを持っている,これは写像 んによって,それぞ

れの対象との対応づけがなされており,この表現

の集合がSである.

同定問題の最終的目的は,次のような手続きを

設計することである.その手続きとは,(対象領域

中のどんな敵った例も除外できるほど)十分な例

が手続きに与えられるとき,対食領域中のどの要

素を目標としてもその目標 (d｡)を同定でき,そ

の結果を表すのに,写像 hでdoに対応 している表

現 (eo∈f)を用いるとい うものである･

定義 1

同定間昂(identincationproblem)とは 4つの粗

く(D,～),C,h,GE?)である･ここで,

｡7)は半順序関係≧をもつ任意の集合

.Cは帰納的枚挙可能な集合

.̂ はhニC一 D の写像で全射

.GE?は半幌序≧に関するオラクル 1と呼ばれる

関数で.

ExE 一 (yes,nO)

(el,e2) r-1
(

yes (A(el)≧h(e2)のとき)

no (A(el)と (̂e2)のとき)

で定められている.同定間康の実例(instance)と

は.(do,EX)なる対である･ここで,

｡d｡∈D は同定される目標の要素 (対象)

･EXはdoの訓練例 (traningexample)(以下

の定洩2で説明する)を返すオラクル2

lorBcJe:紳fE
2何か入力を必要とするものではなく,軌こ問い合わせに対

して訓J*例を返すというオラクル
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EX :(+)i S

り (S.e)

同定問題の最終的な目的は.次のような手続き

を設計することである.(対象領域中のどんな取っ

た対象も除外できるほど)十分な例が与えられる

とき,任意に与えられた目標do(∈7))に対して,

A(eD)=doであるような表現eoを出力する,とい

うものである.

また,同定問題では,C中の表現に符号を与え

ることにより,例として用いる.具体的には以下

の定義により定める.

定義2
Cを表現の集合,do∈7)を同定問題の日額とす

る.(訓練)鋼とは符号つき表現(S,e)(ここで,S∈
(+,-),e∈f)であり,以下を満たす1

･Sが+のとき,do≧h(e)

･Sが-のとき,do≠h(e)

対象に関する例は,ある規則に従い.その間題

の世界に無価で提供される.(オラクル EX)また,

オラクルGE?は背後にある半順序関係に関する情

報を学習者に与えるものである.これらのオラク

ルを仮定することにより,これらの情報を計算す

るのに伴う複雑さの問題に立ち入らないですませ

ることができる･(主に【1]を参照した･)

2 例からの学習の数学教育への

応用

例からの学習を数学教育のうちの評価に応用し

ようと考えた動機は,2つのヒントからである.1

つは学習者=生徒とは限らず,教師が学習するとい

うことも考えてよいのではないかということ,そ

してもう1つは.学習構造チャー トと呼ばれるも

のである.

2.1 学習構造チャー トについて

学習構造チャー トとは,学習内容の構造的関連

を各学習要素を矢線で結ぶことによって表しチャー

ト化したものである.例えば,図 1は本研究過程

において筆者が作成 した,高等学校 教学 tr図

形と計量｣分野の学習横道チャー トである.学習

構造チャー トにおいては, cl,C2∈Cとするとき,

cll C2 (矢線)でC2がclの上位要素であることを

表している･チャー トの作成はJSM(JnLerpretlVe

SLructuralModellng)教材構造化怯 (_.!L献 回 参

照)の手順に従って行った.

学習内容を理解するということは各生徒が頭の

中で.学習要素を梢造的に組み立てることである

といえる.このことから,各生徒の理解構造は,お

のおのこの学習構造チャートの一部分 (これを r理

解チャー ト｣と呼ぶことにする,)であると捉え,

これを同定する手続きを設計することを目標に研

究を進めた.

本研究では.具体例として,東京書瀬 『数学 Ⅰ』

(文献[3])の教科書を用いて-,各章の学習構造チ

ャー トを作成し,この章の理解チャー トを同定する

ための同定問題を定めた.すなわち目標 (d｡)が

理解チャー トである.

また,評価の方法としては,ペーパーテス トを

採用するものとし,テス ト問題を対象の袈現とし

て用いることを考えた.

2.2 理解チャー ト同定間頬の状況設定

具休的な対鼻領域D,対象の表現t,写像 hに

ついては以下の図のように定義 していった.
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7) . テス ト問題全体の典合

C :(学習構造チャー トの)学習要素全体

の集合

} ･7)iC

テス ト問題からその問題によって代

表される学習要素-の写像

7 ･ お互いに失線でつながらないCの元

の集合の集合

D :/(∈T)をすべて含み,

矢線をさかのぼって滴るすべての学

習要素の集合のうち最小のもの

I .TづD
f(∈F)から/を含む最小のd(⊂C)
への写像

C :7)の部分集合全体の集合

h :CJD
e∈Cからj(e)∈Cを含む最小のV

の元d-写す写像

D上の半順序≧については集合の包含関係⊇を

入れる.

また.同定問題では,表現に符号を与えて例と

して用いる.ここでは,ある表現e∈∫中のすべ

ての問題に生徒が正解したことを正の例,それ以

外を負の例と定める.

以上のことを定義しておけば,生徒の理解チャー

トの同定を行うことが可能である.実際には,チ

ス ト問題のうち,生徒が正解 したすべての間RIの

集合がその生徒の理解チャー トに対応する表現に

なっている.

一般に目標を同定するための手続きは,ある規

則 (オラクル EX)によって,1つずつ例を受け

取り,そのつどそれまでに受け取ったすべての例

を硯明する (半順序に関する情報を手続きに与え

るオラクルGE?によって判断できる)ような表現

を出力する,という動作をする.本研究では理解

チャー トを同定するために,例の提示法としてペー

パーテス トを採用したため.1度にすべての例が

与えられる.この意味では.例からの学習理蛤を

うまく応用したものであるとはいえないと思われ

る.しかしながら,例からの学習の埋始を適用す

ることによって,生徒の理解の状況を構造的に表

すという.新 しい観点から学習柵造チャー トをみ

ることができたという点で.意味はあったと考え

ている.

具体的に ｢6輩 図形と計量｣について,

C=fcl,C2,･ ,CIO)

7)=(pl,P2, .,PL岳)

となる.また,

F=
少,(り.(2日 3日 4日 5日 6日 71,(8)

(9日 10日 2,31.(2,5日 2,6日 4,5)

14,6日 5,6日 5.7日 5,8日 5,9)

(5,10日 67日 2.5,6日 4,5,6日 5,6,7)

D = (/((柵 ,/((1)),∫((2)), ･J((5,6,7)))

(図 1,図2,図3,図4参照)

本来,教材の構造化やテス ト問題の作成は生徒

の実億や,指導方針に応 じてなされるべきもので

ある.本研究では.学習指導要領を踏まえ,教科

書に忠実なもの,を心がけて学習構造チャー ト テ

ス ト間飴を作成した.これらを客観的に意味のあ

るものとするために,学習構造チャー トについて

は,それぞれの矢線に理由付けを,テス ト問題に

ついては評価の内容とその親点を明確にするよう

にした･これらを,(表 1,表 2参照)
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図 1=｢6章 図形と計量｣学習構造チャー ト
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′日川 口 /(12))㌔ ′((3日 害 ′((4ー)電 ′rー51)君ノ

′((6日ド ′((7))逮∫((8日#/((9)) III1 47 ユI ′‖10))10●8I■ ■l Ll

n(lJ.3日可瑠 /((2,5'))吋J/日2.8日可dp/‖4.5日堵｣/(ll.6日邸

IH5.8))首ダ/日6.7】)嫁誹/((5.抑A′((5.汁)〇一†一 一 も2 ユー /((5.lo‡)10●一丁一 6 52 ユ1

図 2･ ｢6辛 固形 と計量｣の対象 D
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｢6章 図形と計量｣ テス ト問題

1 次の図で,slnA.COBA.tanAを求めよ.

(clに対応)

三二
2,(1)の図を参考にして.次の三角比を450以下

の三角比で未せ,(cl)

(1)9m560

(2)co8879

(3)Lan720

31次の図を用いて･1500の三角比を求めよ.(cS)

4(I)の図も参考に して.次の等式を満たす角C

を求めよ.(C3)

(1)sine=主

(2)cosO=一夫

(3)tanO--ヽ乃

5 9inO= 言である とき,COSC,tanOの仕 を求め

よ･ただし,Oo≦0≦1800とする.(C4)

6･図を串利 こして,直腺＼乃 = - y=Oが =軸の

正の向きとつくる角を求めよ.(C6)

図 3. ｢6章 図形と計量｣のテス ト問題 (1)
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7△ABCにおいて,a=12.̂=450.8-604
のとき.正弦定理を用いてこの三角形の外接円

の半径 Rを求めよ,また.bを求めよ.(cc)

81△ABCにおいて,a=3,b=7.C=5のとき,

余弦定理を用いてcodBの価を求めよ.(C7)

10 次の間に答えよ.(C9)

(I)r△ABCにおいてa=2,b=､乃+1.

C=300のとき.C,A,Bを求めよ,)この

間用について,何を最初に求め,そのとき

どんな定理を使うか,正しい組合せを.以

下のうちから遇ノく.

a c ･余弦定理

b -4 ･正弦定理

C β ･正弦定理

d わからない

(2)△ABCにおいて,B.C.aがわかっている

とき,bを求めたい.このとき.次のうちど

ちらの定理を使えばよいか選べ,

a正弦定理

b余弦定理

Cわからない

ll.長さ1000mの主鎖ABがある,Aにおける山

頂 Cの仰角が300.AからBとCを見込む

角∠BACが750,BからAとCを見込む角

∠ABCが450のとき.Aを通る水平面からの

山7FCの高さを求めよ.(cl｡)

e

図 4二｢6半 図形 と計量Jのテス ト問題 (2)
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矢繊 矢嶋の理由

1う 2 直角三角形の辺と角の基本的な関係

11 3 鋭角の三角比の拡張 (三角比相互の基本的な関係)

2一 4 鋭角のときに成立した三角比の相互関係をoO_<α_<180○まで拡張

3う4 三角比相互の基本的な関係

3-ヰ5 直碑y=mr+bがZ;軸と作る角Oについてm=tanα

3う6 正弦に関する定理

3-+6 余弦に舶する定理

4う7 余弦定理の証明にBin2α+cos2α=1を用いる

6う8 1辺と2角を与えて面積を求める問題等で正弦定理を用いる

61 9 三角形の決定尊で正弦窟哩を用いる

7一 8 3辺を与えて面用を求める問性で余弦定理を用いる

7う9 三角形の決定率で余弦定理を用いる

8う 9 具体的な平面固形における面棚を求める韻合に面積の公式を用いる

表 1 (6章 図形と計量｣の学習構造チャー トの矢線理由
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FFGI内専 辞GFの書点

鋭角の三角比 直角三角形のiZZの比と角のyl係 としての正鼠 正弦.令

弦の食味を理解 し.定一射こ従って三角比故を求めること

ができるか.

三角比の相互関係 (0○_<o≦90○) 直角三角形の辺と角の基本的なDa係を捷 うことができる

か.ただし,次のような基本的な関係を放り扱う.

●aTJ)D=COS(90〇一α)

･C伽a=Sin(90〇一α)

･h α=聖監

●Bin70+co82α=l

0○≦α≦180○の三角比 三角比を.角が鈍角あるいは0○.90○.180○の斗合まで拡

張し.

｡座膚平面を利用して.三角比の値を求めることがで

きるか.

●塵tI平面を利用 して.正弦や余弦の三角比の値か

ら.その角を求めることができるか,

三角比の相互蛸係 (o○_<α≦180○) 拡沸した三角比相互の基本的な関係を応用できるか.た

だし.次のような基本的関係を取 り扱 う.

●一ino=8in(1800-α)

･coaQ=-Coろ(180〇一o)

･LMa=慧 き

' 如}〇十 cDSつα=1

正毅の林さと正凍 正義の研きと.その妊収が Z;軸の正の向きと作る角αの

朋係を理解し.その一方を他方を用いて頼めることがで

きるか.

正弦定理 .余弦定理.三角形の面f> -般の三角形の辺と角との附 こ成立する正弦定理.余弦

走理.三角形の面f*の公式を見解し.それらを活用でき

るか.

平面 ,空間固形の叶Jl A件的な平面固形や空間図形における親分の長さ角の大

きき.面礼 拝積の計井に正弦定理や余弦定理などの三

衷 2: ｢6章 図形 と計量Jの評価 内容 と評価 の観 点

- 8 9 -



2.3 反省 ･間圧点･今後の研究課塩につ

いて

研究を終えて残された操短や,今後の研究目標

について述べる.

1学習柵造チャー トの妥当性

2.テス ト問題の妥当性

3訓練例にノイズが入った場合についての積討

1..2については,筆者自身に教育現場での経

故がなく,また数学教育についての学習もまだま

だ十分でないため,今回作成 した学習構造チャー

ト,テス ト間魔の客観的妥当性は測れなかった.令

後より多くのことを学び,教材研究を進めていく

必要があると強く感 じている.

また.3に挙げたノイズの問笛は,筆者が最後

まで解放 したくて,かなわなかった問題である.研

究では.例にノイズが入らないように,テス ト問

題を作成する芦別こいろいろな留意点を設けてはみ

たものの,やはりノイズがoとなることは考えに

くい.枚挙によるlH-]定アルゴリズムの場合,ノイ

ズが入った時点で正 しい仮説が捨てられてしまう

という危険性があり,結果として,本研究で提案

した評価活動が実用に耐えるとは言い難いものに

なってしまった.このことについては,実際には研

究が進められており.本研究でまとめられなかっ

たことが悔やまれる.

最後に,数学教育での評価活動においてより正

賓なのは,客観的な生徒の理解状況が終られた後

にその結果をいかに以後の指導に反映させるかで

あるといえます.したがって.本研究で求めるこ

とができた,各生徒の理解チャー トを,具休的に

どのように指導に生かせるかの考病がこれからの

研究員様となると考えている.
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