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多重比較における下降手順に対応する
　　　　同時信頼区間の非妥当性
　　　　　　　　についての考察
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1．はじめに

　1元配置モデル

　　『yij＝μi十εij，　i＝1，2，．．リk；j＝1，2，．．．　ni

　　　μi：未知母数

　　　εijは互いに独立にN（0，σ2）に従う』

におけるμiの対に対する多重比較を考える。

　このモデルの下での多重比較の問題は基本的であり，様々な手法が提案さ

れているが（詳しくはHochberg　and　Tamhane［2］または松田，永田

［3］を参照），本稿ではTukeyの手法（以後“丁法”とよぶ）とQ統計量

（Studentized　range　statistic）を用いた下降手順（step－down　method）（以

後“SD法”とよぶ）のみを取り扱う。

　本論に入る前に，まず具体例を述べることにする。．

　k＝3，σ2／n＝1（既知）とし，y1＝4．5，　y2＝1．5，　y3＝1．0が得られた

とする。ここで考える仮説の族はH（L2）：μ1＝　Lt　2，　H（1，3）：μ1＝μ3，

H（2，3）：μ2＝μ3である。

＊　南山大学経営学部情報管理学科
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　T法ではIyi－y51／vma－27’ii一≧Q（k，レ；α）（Q（k，レ；α）はス

チュデント化された範囲の両側100α％点）のときH：（i，j）を棄却することに

なるから，σ2／n＝1，Q（3，。。；0．05）＝3．314を代入すれば，

『ly1－y21＝＝　3．0＜3．314よりH（1，2）は：…棄却されない，

　Iyry31＝・　3、5≧3．314よりH（1，3）は棄却される，

　Iy2－y3｝＝O．5〈3．314よりH（2，3）は棄却されない』

となる。μ、一μ」の95％同時信頼区間は

rpt　i－pt　2　E　（y　i－Y，一Q（3，　oo　；O．05）pm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　y，一y，十Q（3，　oo　iO．05）M）

　　　　　　　＝　（3．0－3．314，　3．0十3．314）

　　　　　　：＝　（一〇．314，　6．314）

　pt　i一　pt　3E　（O．186，　6．814）

　pt　2－pt　3　E　（一2，814，　3．814）i

となり，μ1一μ3の信頼区間だけが0を含ま，ない。このことは検定結果と対

応している。

　次に，SD法ではまず第1段階として，一番大きな差を示すyユとy3を用い

てlyry31／～／一Z「77“ii一をQ（3，b。；αk）ど比べる。有意でないなら全ての

仮説を棄却せずに検定作業を終了し，有意なら次にIYI－y21〈VTT7rr，

Iy2－y3［／＞77五をQ（2，。。；αk－1）と比べるという方式をとる。（こ

の例題ではk＝3だからここまでとなるが，k≧4の場合も上のように有意

とな：つた場合だけそれより小さな差を段階的に調べていく。この際，αk＝

αk一エ＝O．05，α。＝1一（1－O．05）P／k（またはα。＝（p／k）0．05）（2≦

p≦k－2）を用いればtype・IFWE（familywise　error　rate）をα＝0．05以下

におさえることができる。）この手順を上のデータにあてはめると，

『［y、一y31／〉一5－27’fiH＝3．5≧Q（3，。・；O．05）＝3．314よりH（、，3）は棄却

　される，　次に，

　ly1－y21／〉一i－z7’i「ニ3．0≧Q（2，∞；0．05）＝2．772よりH（L2）は棄
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　却される，

　1y2－y3　i／v’“一Zi“2ア五＝0．5＜Q（2，。。；0，05）より宜（2，3）は棄却されな

　い』

となる。H（1，2）についての結論がT法の場合と異なっていることに注意す

る。

　丁法とSD法の手順を見ればすぐに分かるように，　SD法を用いると丁法

では棄却できなかった仮説を棄却することが起こり得て，その逆のケースは

起こらない。つまり，SD法の方がT法より常に“検出力”が高くなる。しか

し，ここで“検出力”といっても，多重比較の場合その意味は簡単ではな

い。いろいろな検出力を定義することができる。そこで，松田，永田［3］

では次のような“検出力A～F”を考えて，上の手法はもとよりPeritzの手

法（k＝3の時のみSD法と同じ），：F統計量を用いた対応するSD法や

Peritzの手法，　Holland＆Copenhaverの手法などの比較を行った。

　　A：all－pairs　power（Ramsey［4］の定i義による）

　　B：母平均の差が“ある値”より大きい全ての対を検出する確率

　　C：最小差に対するper－pair　power（per－pair　powerはEinot　and

　　　　Gabriel［1］の定義による）

　　D：最大差に対するper－pair　power

　　E：母平均間に差のあるすべての対のうち検出された対の割合

　　F：Eにおいて母平均問の差で重みづけをした割合

　これらA～Fのどの“検出力”を用いてもSD法がT法を下回ることはな

い。さて，EinQt　and　Gabriel［1］以来の論点は「T法のもつ様々な利点を

見捨てられるほどSD法の検出力は本質的に大きくなるか」ということであ

り，その様々な利点とは次の4つにまとめられる：

　　1）検定に対応する同時信頼区間を利用できる，

　　2）計算が簡単である，

　　3）全ての対比への拡張が容易である，

一21一



452

　　4）集合Pについての決定がPの要素以外の母数の配置に左右されな

　　　い。（本稿の例でいえば，P・＝｛1，2｝とするとH（1，2）についての

　　　判定がμ3の値に依存しない。）

　松田，永田〔3］では，“SD法の丁丁に対する検出力の増分は用いられる

検出力により違いはあるが，2）～4）の利点は問題にするほどのことでは

なく，SD法を用いた方がよい”と結論づけた。そして，1）の利点（また

は，立場）については議論の余地があるとして残している。この1）が丁法

の利点となるのは，本稿で考えているモデルに対してはSD法に対応する

μi一μjの同時信頼区間が知られていないからである。では，なぜそのよう

な信頼区間は得られないのであろう。ここで次のような同時信頼区間を考え

てみる。

r先の具体例において，SD法を用いるとH（1，2）も棄却されたから，　T法で

　作った同時信頼区間のうちμ1一μ2に関する（一〇．314，6．314）を（O，

　6．314）と修正する。つまり，SD法に対応する同時信頼区間として

　　　　　pt　i一　pt　2　E　（O，　6．314）

　　　　　pt　i－pt　3　E　（O．186，　6．814）

　　　　　pt　2一　pa　3　E　（一2．814，　3．814）

　を考える。一般的にいうと，“T法で信頼区間を一旦作っておいて，T法

　とSD法において検定結果が食い違う仮説H（、，」）があれば，μ一μ」に

　ついてT法で作った信頼区間の0に近い方の限界値を0と置き換える”と

　なる』

　このような手法は一見妥当そうに見えるが，実は正しくない。なぜ正しく

なくて，どのくらいまずいのか評価レようというのが：本稿の目的である。
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　　2．T法とSD法の違い

　同時信頼区間の内容に入る前にlT法とSD法の違いを図によって明かに

しておく。

　2．1　T法とSD法の棄却域

　以下では，1節の具体例におけるように，k＝3，σ2／n＝1（既知）と

し，

　　　yi～N（μi，1）（i＝1，2，3）（yiは互いに独立）

とする。多重比較の対象となる仮説の族はH（1，2）：μ1＝μ2，H（1，3）：

μ1＝μ3，H（2，3）：μ2＝μ3であることを再度述べておく。ここで，

　　　xi＝　（yi－y，）　／vt－2一，　x，＝　（y，十y，一2y，）　／vE6一

と変換すると

　　　xiA－」N（ei，　1）

　　　x2A－N（ez，　1）

　　　01＝　（pt　i一　pt　2）　／V－2一，　0，＝＝　（pt，十　pt，一　2　pt　，）　／V－6一

で，X1とX2は独立となる。

　このX1，　X　2を用いてT法における棄却域を図示すると図1が得られる。

図1の中央の正六角形㊧内部にデータが落ちた時はどの仮説も棄却されな

い。外部に落ちた時はH（i，j）の少なくとも1つの仮説が棄却されることに

なるが，具体的にどの仮説が棄却されるかを各直線（X1軸，　X　2軸は除く）

で囲まれる領域ごとに示した。ちなみに1節の具体例ではx、＝（4．5－1．5）／

〉一2一＝2．121，x2＝（4．5十1．5－2．0）／＞Tニ1．633だから図1の・印の点と

なり，E：（1，3）のみが棄却されることになる。

　一方，SD法における棄却域は図2となる。図2中央の正六角形（これは図

1のものと同じ）の内部ではどの仮説も棄却されず，外部が棄却域とな：る。

図2の外部の点線が図1の直線より内側にずれていることに注意しよう。こ
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①：H〔1，，｝を棄却

A：H。，、1を棄却
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図1　T法による棄却域

れは丁法ではいつもQ（3，。。；O．05）＝3．314を用いていたが，SD法では少

なくとも1対の差がQ（3，。。；0．05）以上あるなら，次の対はQ（2，。。；

0．05）＝2．772と比べることに対応している。1節の具体例の値（x1，　x　2）

＝（2．121，1．633）をプロットすると，この点の位置は図1ともちろん同じ

であるが，今度は“H（L2），H（1，3）を棄却する領域”に属していることが

分かる。

　丁法とSD法との判定結果の食い違いを図3に示す。実線と点線の間の帯

状の領域にデータ（x、，x、）が落ちた時，　SD法を用いるとそこに印されて

いる（T法では棄却できなかった）仮説が更に棄却できることになる。具体

例の値（xl，x2）＝（2．12Ll．633）の位置についても図3で再確認され
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図2　SD法による棄却域

たい。この領域に①と印されてあるのは，丁法ではH（1，2）が棄却されな

かったが，SD法を用いることにより棄却されたという意味である。

　2、2　Type　l　errorについて

　図1～3で実線による棄却域と点線による棄却域の意味するところを考え

よう。PS　i＝μ2＝μ3が成り立っている時は，θ1＝θ2＝0より（Xl，　x2）

の同時分布は原点を中心に分布し，図1～3の正六角形の内部の確率が丁度

0．950となる。そしてこの状況では3つの仮説H（、，j）のどれを棄却しても

type　I　errorとなるO．で図1と図2の正六角形は同じものでないといけない。

（用いる統計量を変えればこの六角形の形を変えることはできるが，本稿で
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図3　丁法とSD法による判定の食い違い

はQ統計量に固定して話を進める。）しかし，多重比較においてtype　I

errorはμ、＝μ，＝μ、の状況だけで考えるものではない。μ1＝μ2≠μ3の

場合を考えよう。このときはθ1＝0，θ2≠0となるから，（Xl，x2）の同

時分布はx2軸上でx2≠0となる点を中心に分布する。この状況では

H（1，2）：μ1＝μ、を棄却することのみがtype　I　errorとなるから，棄却域と

してはH。：θ1＝0の検定についてだけ考えればよく，x1軸方向だけを考

慮すればよいことになる。図1においては，棄却域としてlXii≧

3．314／～IT2＝2．343を用いていることになり，この有意確率は0．0096×2＝

0．0192となる。しかし，有意水準としてはあらかじめ0．05を：覚悟しているの

だから，このような名目の値より低いところで検定するのはもったいないと
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考えられる。そこで，いつものようにIx■≧2．772／＞7＝1．960を用いれ

ば有意確率は0．05と名目の値になる。これがx1＝±2．772／V”一2一の点線の正

体である。ただし、μ1＝μ2＝μ3の状況でのtype　I　errorを抑制するため，

この点線は正六角形の中までは踏み込めない。

　以上より，SD法ではH（，，2）の検定についてはθ1＝0で1θ21が十分大

きいとき有意確率が0．05となり，θ1＝0で1θ21が0に近づくにつれ有意

確率は減少していくことが分かる。（最小値は数値計算よりO．0234である。）

　他の点線はμ1＝μ3≠Pt　2、μ2＝μ3≠μ1の場合に同様に対応している。

3．同時信頼区間

　3．1　T法による同時信頼区間

　丁法によるμ一μ2，μ1－Pt　3，μ2一μ3の信頼率95％の同時信頼区間は

　pt　i－pt　jE　（yi－yj－Q（3，　oo　i　O．05）M，

　　　　　　　　　　　　　　　　　yi－yj十Q（3，00；0。05）〉一∂［7’五）

　　　　　＝　（yi－yj－3．314，　yi－yj十3．314）

より構成される。2節のように（x1，　x　2），（θ1，θ2）に変換し，（θ1，

θz）が図4の位置にあるものとする。この点を中心に図1～3と同じ正六

角形を描くと，この内部の確率は丁度O．950となる。

　もしデータが図4の（・）の位置に落ちたなら，上で述べたT法による同時信

頼区間はこの（a）を中心とする3本の両向き矢印に対応する。一方，真の

μ、一μ2，μ一μ，，・μ2一μ、の値IX図4に示した点線上にある。3本の矢

印はそれぞれ対応する点線と“直角印”のところで交わっていることに注意

しよう。つまり，この同時信頼区間は3本とも真のμi一μjを含んでいるこ

とになる。では，データが（b）の位置に落ちたとしよう。同様にこの点を中心

に3本の両向き矢印を描いた。ここでは3本のうち2本が対応する点線と

“直角印”で交わっており，真のμi一μ」を含むことを示しているが，残り
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図4　T法による同時信頼区間

の1本は対応する点線と交わっていない。つまり，μ一μ2を区間の中に含

んでいない。したがって（b）において構成された同時信頼区間は真の母数の差

を“同時には”含んでいない。

　図4において（a），（b）以外の点についても調べてみると，結局（θ、，θ2）

を中心とした正六角形の内部にデータが落ちた時はその点を中心として構成

された3つの信頼区間はμi一μ」をそれぞれ含むが，正六角形の外部にデー

タが落ちた時は少なくとも1つのμ一μjが信頼区間に含まれなくなること

が分かる。そして前者の起こる（データが正六角形の内部に落ちる）確率は

先に述べたように丁度019SOとなるので，丁法による同時信頼区問の妥当性

が成り立つ。
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3．2　SD法に対応する同時信頼区間の非妥当性

　ここでは，1節で述べたSD法に対応すると思われるμi一μjの同時信頼

区間について考察する。この手法ではT法によるものより個々の信頼区間が

長くなることはないので，T法によるもので少なくとも1つのμ、一μ」を含

まない場合はSD法によるものでも含まないから，（θ1，θ2）を中心とした

正六角形の外部は考えないでよい。この正六角形の内部では丁子によるもの

はいつもすべてのμi一・Xt　jを含み，その領域の確率は0．950だったのだが，

それがSD法によるとどうなるかを見てやればよい。　SD法により丁法を修

正するのはSD法とT法の検定結果が食い違った時だから，図3上に（θ1，

θ2）を中心とした正六角形を書き込んだ図として代表的な4パターンを図

5－1～4に示す。

　図5－1では（θ1，θ2）中心の正六角形の内部でSD法とT法の検定結

果が食い違う領域は5ヵ所あり，データがこの領域に落ちた時丁田による対

応する信頼区間が0を含むならその0に近い方の限界値を0に修正するとい

う手順をとった。まず，データが（・）の位置に落ちた時を考えてみよう。この

点においてT法により構成された3本の出向き矢印の信頼区間はそれぞれの

真の母数μ、一μjを表す点線と“直角印”において交わっている。一方，点

（c）は“①の領域”に属するから，T法とSD法のH（1，2）の検定結果に関し

て食い違いが生じている。そこで，μ一μ2のT法による信頼区間が0を含

むかどうか見てみると（μ一μj＝0というのは図の（0，0）を中心とし

た（太字の）正六角形の（太字の）対角線にそれぞれ対応する。例えばμ、一

μ2＝0はx2軸と重なる対角線である），0を含んでいる（μ一μ2＝0を

表す対角線と“、2重直角印”で交わっている）。したがって，SD法の検定結

果に対応するようにこの場合は上限（0に近い方）を0と修正する。この修

正した信頼区間を一点破線で示しているが，これはもはやμ一μ2に対応す

る点線と交わらない。したがって，（・）の位置にお．いて構成されたSD法に対

応する信頼区間は同時に3つの母数の差を含むことができなくなる。このよ
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図5－1　SD法による信頼区間について（その1）

うな状況は点（c）を含む図5－1に斜線で示した狭い平行四辺形の領域におい

ても同様となる。

　次にデータが点（d）の位置に落ちたとすると，この点においてT法により構

成された信頼区間はそれぞれ対応する真の母数の差を表す点線と“直角印”

で交わっている。一方，この点（d）は検定においてSD法を用いると丁法では

棄却できなかったH（1，3）を棄却できる領域であるので，記法によるPt　i一

μ3の信頼区間がμ1一μ3＝0を表す（左上から右下への）太字の対角線と

交わっているかどうか見てやると，“2重直角印”で交わっていることが分

かる。そこで，0に近い方の限界値を0と修正すると一点破線となる。これ

はまだμ一μ3を表す点線と交わっているから，結局点（d）で構成されたSD
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図5－2　SD法による信頼区間について（その2）

法に対応する同時信頼区間は“同時性”を失っていないことになる。（θ1，

θ2）を中心とする正六角形の内部でSD法と丁法の検定結果の食い違う領

域は上の他に3ヵ所あるが，これらばすべて点（d）と同様で問題はない。

　図5－2のパターンを考える。（θ1，θ2）の位置が図5－1より原点に近

づいているが，この場合（θ、，θ，）を中心とする（細字の）正六角形の内

部には検定においてSD法と丁法の結果の食い違う領域が6ヵ所ある。（右

下の斜線部が図5－1より新たに加わった。）図5－1の場合と同様の考察

を繰わ返していくと，SD法に対応する信頼区問が“同時性”を失うのは斜

線を描いた2つの領域（図5－1と同じものと，図5－2で新たに加わった

もの）であることが分かる。
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図5－3　SD法による信頼区間について（その3）

　図5－3のパターンを考える。これは（θ1，θ2）が原点からも太字の対

角線からもそこそこ離れている状況である。ここでは（θ1，θ2）中心の細

字の正六角形の内部には検定結果がSD法と丁法で食い違う領域が4ヵ所あ

る（図5－2で斜線を描いた部分はもはや無くなっている）。そこで上と同

様の考察を行うと，この4つの領域のどれにデータが落ちてもSD法に対応

する信頼区間の“同時性”に問題は生じないことが分かる。

　最後に，図5－4のパターンを考える。これはθ1＝＝0の場合である。この

ときは（θ1，θ2）を中心とする細字の正六角形の内部には検定結果がSD

法とT法で食い違う領域が4ヵ所ある。そのうちで，斜線を描いた2つの領

域にデータが落ちた時，信頼区間の“同時性”が失われることが分かる。た
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図5－4　SD法による信頼区間について（その4）

だし，この場合は図5－1や図5－2のパターンと少し状況が異なる。図

5－4の斜線部にデータが落ちた時はT法によるμ1一μ2の信頼区間の片方

を0と修正することになる。一方，真のμ1一μ2の値は0（＝θ1）であり，

信頼区間を開区間として定義していたから，SD法に対応する信頼区間は

μ一μ2＝0を含まないことになっている。つまり，図5－1や図5－2の

斜線部にデータが落ちた時は真のμ一μ2の1つが信頼区間の外点になると

いう意味で“同時性”が崩れたのだが，図5－4の場合は信頼区間の境界に

なるという意味で“同時性”が崩れる。また，図5－1や図5－2で示され

た（θ1，θ2）の近傍で（θ1，θ2）を変化させると斜線部の確率は連続的

に変化するが，θ1＝0のところでは連続性が崩れることも注意しておく。
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図6　SD法による信頼区：間の同時性がくずれる（θ1，θ2）の領域

θ1→0とした時の斜線部の極限は図5－4の2つの斜線部のうちの左側部

分だけであるのに対して，θ，＝0の時は図5－4の右側の斜線部も考慮し

なければならないからである。したがって，図5－4の状況では，“同時

性”の崩れる確率が他の状況より大きめとなる。

　以上より，図5－1～4をまとめて，対称性を考慮すると（θ1，θ，）が

図6の斜線の領域（原点は除く）にある時に図5－1，図5－2，図5－4

の状況の生じることが分かる。図6において斜線の描かれていない領域に

（θ、，θ2）があるときは，SD法に対応する信頼区間を用いても信頼率は

0．950である。図6からx2軸とx1＝（3．314－2．772）／v「一2”とx2＝（1／

》コ「）X、で囲まれた斜線の領域を取り出して，この領域内の各点に（θ1，
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図7　SD法による信頼区間の真の信頼確率
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θ2）があった時SD法による同時信頼確率がどうなるかを数値計算してみ

た。これは図5－1，図5－2，図5－4で斜線が描かれた領域の確率を求

めて0．950からひけばよい。（図6の他の斜線部に対しては対称性より同じ結

果が得られる。）その結果を図7に示す。図7の見方は次の通りである。例え

ば一番左下に．9498とあるが，そこの・印は（θ1，θ2）＝（0，．05）であ

ることを表し，（θi，θ2）がこの値の時SD法に対応する同時信頼区間を用

いたときの信頼確率が0．9498であることを意味する。図7より全般的な数値

の大きさは，θ1＝0，θ、が大の場合を除くと，名目の0．950の信頼率からわ

ずかに下回る程度であることが分かる。また，下限値はθ2＝。。，θ1＝0の

とき0．9234であり，θ1≠0の下ではθ2→。。，θ1→0のとき0．9367である。
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