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2重可移群のモテリレ理論

田中克己

要 約

2重可移群には,near-domainを解釈することができ(定理 13), またnear-domainから2重可移群

を構成することができる｡つまり,2重可移群の研究は near-domainの研究 と同値になる｡ここで,有

限の near-domainが near-fieldになることは知 られているが,無限の near-domainが near-fieldになる

かどうかは知 られていない｡これに関連 して,無限の 2重可移群についても多くの未解決問題が残され

ている｡このノー トでは,これらの問題にたいするモデル論的なアプローチ (Morleyrank有限の場合

の構造解析,geometricな方法など)をい くつか紹介する｡

キーワー ド:置換群,u一安定,Morleyrank,2重可移群

Gを群,Xを集合 とする｡GがXに作用する,

または(G,X)が置換群であるとは,ある写像 G

xX-Xが存在 して次の性質 をもつ こ ととす

る :

1,g(hx)-(gh)Lr,∀g,h∈G,∀J∈X｡

2.1x-I,∀r∈X｡

定義 1 置換群 (G,X)がつぎの性質をもつ とき,

GはX上 n重可移 (n-transitive)という :相異な

るXの元 xl,x2,･･･,Xnと3/I,y2,- ,ynにたいして,G

の元 gが存在して

gx z-yz, 1<_ ∀i≦n

が成 り立つ｡1･tylanSitiueのことを単に t71anSitiue

という.また,Xが無限で,任意の正の整数 kに

ついて,(G,X)がk重可移のとき,Gを高可移的

という｡

定義か ら,Gが n-transitiveでかつ k≦nなら

ば,Gは k-transitiveであるO

有限単純群の分類により,交代群を含まない有

限置換群は高々5重可移群であることが分かる｡

交代群 と対称群を除いて, 4および 5重可移な有
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限群は Mathieu群,〟 ll,〟12,〟 13と〟 14だけであ

る｡歴史的には,1960年に Wielandtが Schreier

予想を仮定 して, どんな有限多重可移群 も高々 7

重可移であることを示 した1)｡後に永尾 と鈴木が

上限を7から6へ落 とせ ることを示 した2)Dここ

で,Schreier予想 とは ｢任意の有限単純群の外部

自己同形は可解である｣ というもので,この証明

にも有限単純群の分類が使われる｡

これが無限置換群 となると,様子が随分 と変わ

る｡例えば,群 Homeo(Q)は高可移的であるし,

各kについてk重可移だが k+1重可移でない群

が存在する｡

以下,置換群についての基本的事項については,

Dixon-Mortimerの教科書3)を参照されたい｡

定義 2 置換群 (G,X)が sharplyn重可移 とは,

それが n重可移で一方の任意のn点の固定部分群が

(1)であることとする｡

例 3 ,XI-nならば,(Sym(X),X)は shaゆIyn

重可移,かつ shaゆIy(n-1)重可移であるD
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補題 4 (G,X)を2重可移群 とし,B-GIとす

る｡このとき,

G-BLJBgB,∀g∈G＼B

が成 り立つ｡とくに,βはCの極大部分群｡

定義 5 置換群 (G,X)と(H,Y)が同値であると

は,群の同形写像 ′:C- ガ と1対 1上-の写像

や:X- Yが存在 して,任意の g∈G..r∈X に

たいして,

p(gx)-i(g)p(I)

が成 り立つこととし,二のとき(G,X)と(H,Y)と

表す｡

事実6 (G,X)を可移的とし, .r∈XにたいL

B-GI -(g∈Glgx-tr)

とするoこのとき(G,X)は左剰余類表現 (G,G/

B)と同値 となるOすなわち,a,h∈Gにたいし､

g(hB)-ghB

か成り立つo

事実 7 Nc(B)-Bならば,GのG/Bへの左剰

余類作用は,Gの集合 fBglg∈G)への共役作用と

同値となる｡

事実 8 (M.Hall,Tits)n≧4にたいして,sharply

77重可移群は完全に分類されており,すべて有限

群である4)｡

事実 9 n-2,3については,有限 shayplyn垂可

移群の分類は完成している｡

問題10 無限のsha7Ply2および3重可移群の分

類を完成せよ｡

例11 群 PSIJ2(K)はKU(-)にshaゆIy3重可移

的に作用する,ここで〟は代数閉体｡作用は次の

ように定義する 二

a∞+b a ,_ a(-i)+b

三三一'C∞十d c c(-i)･d

-∞ と定め

例12 群 K+x]KxはKにshaゆIy2重可移的に

作用する,ここで且は代数閉体｡作用は

(a,b)x-bx+a

定理13 (G,X)をshaゆIy2重可移群 とする｡こ

のとき,near-domain(X,･,+,0,1)が次のように

解釈される :

X-(0,1,･-,tr,y,b,m/-)

A-(g∈GlyはXのすべての点を他の点に写す)

Go-(g∈Glg0-0)

とするとき,

dビf
y - I+b⇔∃

def

y-x･m⇔∃

ただし,

(ob ly)EA

0 1 ｣r

0 m y
∈ C｡

0･x-tr･0-0,∀x∈X

と定義するO

ここで,Cは次の 2種類に分類される｡

Case1.involutionはすべての点を移動するo

Case2.すべての involutionはある点を固定す

る｡

群Gに付随するnear-domainの標数をもって,

Gの積数を定義するOCaselは標数 2となるDこ

こで Near-Domainの公理を与える｡

NeaトDomainの公理

NDl,(X,+,0)は loop｡

Ll.∀J 0+tr-.I+0-trD

L2.∀a,b]!Lr a+.r -b｡

L3.∀ll.b]!x x十a-b｡

ND2.Va,b a+b-0- b+a-Oo

ND3.(X＼†0),･,1)は群｡

ND4.∀α 0･α -α･0-0｡



2重可移群

ND5.∀a,b,C (a+b)･C-a.C+b･C｡

ND6.∀a,b∃da,b∈X＼(0)∀x

a+(b+I)-(a十b)+da,b･,x｡

上の定理とは逆に,任意のnear-domainXから

sharply2重可移群が次のように定義される｡

G(X)-((a,m)1a∈x,m∈X＼(0))

として,X-の作用を

(a,m)･x-xm+a

とすると,G(X)≦Sym(X)となる｡

Near-Fieldの公理

NFl.F'-(F,+,0)は群｡

NF2.Fx-(F＼(0),･,1)は群｡

NF3.∀x,y,Z (I+y)･Z-x･Z+y･Z｡

NF4.∀x x･0-0･x-Oo

すべ て の体 はnear-fieldで あ る｡こ こで,

Dickson5)により1905年に提 出されたnear-field

のクラスを与えるO

〈β∵,+)をdivisionringと し,♂:β*-

Aut(D)をDのunitのなす群からDの自己同形

群-の写像 とするoいま卓が条件

¢(x¢(y)･y)-め(I)め(y),∀x,y∈D*

をみたすとするOこのときD*の上に新 しい積O

が,

x oy -xQ(y)･y,∀x,y∈D*

で与えられる.この定義から¢(xoy)-め(I)¢(y)

が成 り立ち,〈8,0,十〉はnear-fieldとなる｡これ

らを,Dicksomneaトfieldとよぶ｡

事実14 Near-domainXにたいし,次の3つは同

値 となる｡

1.Xは near-fl-eld｡

2.(X,+,0)は群0

3.∀a,b∈X da,a-1｡

群Gが分裂するとは,ある点x∈X にたいし,

B-Gxとおいたとき,あるN qGが存在 して,

G-Ⅳ×β となることとする｡このとき,次のこと

が成 り立つ｡

事実15 群Gが分裂する⇔Xが near-fz'eld｡

問題16 nearfz'eldではないnear-domainは存在

するか ?

事実15より,上の問題は次のように言い換え

ることができる｡

問題17 分裂 しないshaゆIy 2重可移群は存在す

るか ?

有限の場合,次のことが知られているので,

無限の場合が興味の対象となる｡

事 実18 有 限の near-domainは near-fieldで あ

る6)0

1 射 影 平 面

射影平面とは次の公理をみたす点の集合で,級

とは特別な点の集合である｡

Pl.任意の異なる2点を通る線は一本だけ存在

する｡

P2.任意の2本の線はただ一点で交わる｡

P3.そのどの3点も同一直線上にないような4

点が存在する｡

これより,任意の線は少なくとも3点を含むこ

とがわかる｡また,そのどの3線も一点では交わ

らない｡これとP3との比較から双対の概念が考

えられる｡

7Tを射影平面 とするとき, 7tの双対な平面 7[*

を次のように構成する:7Tの点の集合 tPl)と,級

の集合 (k,)にたいし,7r*の線 (カiHま7Tの点 tPl)

と,点 tK,)は jTの線 fkj)とそれぞれ一対一対応

があるとするoさらに,7Tで Pi∈kjならば,7r*で

Kj∈Piとお くOこのとき,7r*も射影平面 となり,

7T*を7Tの双対という｡(7r*)*-7Tとなる｡7rにつ

いてのstatementは線 と点を入れ替えることに

より7r*のstatementになる｡これを双対原理 と

い つ｡

平面 7rlが 7t2と同形であるとは,7rlの点てPl)か
ら7t2の点 (P2)-の一対一写像 αと,7rlの線tkl)
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から7r2の線 tk2)-の一対一写像 βが存在して,P.

∈klならば α(Pl)∈β(kl)であることとする｡aま

たは, βか らそれぞれ同形が導かれる｡平面の同

形を共線変換 (collineation)という｡平面の共線

変換の集合は群をなす｡

7Tを射影平面とし,点 X,Y,OJ をどの 3点 も

同一直線上にはないi)のとするO直線 XYを無限

線 L知とよぶo直線 OIをy-rとよぶO

直線 OJ上,点0の座標を(0,0),点Jを(1,1)と

するoXYとOIの交点Cの座標を単に (1)とお

くoOI上の他の点には,異なる記号bをもって座

揺 (b,b)とする｡L00上にないある点Pにたいし,

XPとOIが (b,b)で交わ り,YP とOIが (a,a)
で交わるとするOこのとき,点Pの座標を(a,b)と

定める｡

点(0,0)と(1,m)を結ぶ直線 とLwの交点 をM

とするOこの点Mの座標を単に(m)と定める.直

感的には,mは直線の傾きo最後に,点Yの座標

を(∞)と定めたら,すべての点に座標を与えるこ

とができた｡

二の座標を用いて,三項代数 という代数系を定

義する｡三項代数 (ternaryring)とは,空でない

集合R上にある三項演算Tが定義されたもの (R,

T)である｡ここでは,射影平面 7rの L∞以外の直

線の方程式を三項演算で表現する｡

卓(J,y)が点 C-(1)と(0,b)を結ぶ直線上の

有限の点とすると,この直線の方程式

y - .r+b

をもって加法を定めるOまた,点 くx,y)が点 0-

(0,0)と(m)を結ぶ直線上の有限の点 とすると,こ

の直線の方程式

Ll/=.r∫′′

をもって乗法を定める｡一般に,点yを通らない

直線はL町とある点 (m)で,また OY と点 (0,b)

で交わるoこの直線上に点 O-(I,y)があるなら

ば,この直線の方程式 y-trm+bをもって三項演

算Tを,

y-T(tr,m,b)

と定義する｡すると,加法と乗法はこの三項演算

の特別な場合として次のように定義される :

x+y=T(I,1,y),

xm - T(I,m,0)o

Oと1について,次の式が成 り立つ :

0+a- a+0 - a,

Om - m0- 0,

1m - m1- mo

定理T9 三項演算Tは次の性質をもつ :

Tl.T(0,m,C)-T(a,0,C)-C｡

T2.T(1,m.0)-T(m,1,0)-mo

T3.∀a,m,C∃!z T(a,m,I)-C｡

T4.∀ml≠m2,bl,b2≡日.I T(I,ml,bl)-T(Lr,m2,

∂2)0

T5.∀al≠a2,Cl,C2∃!(m,b) T(a1,m,b)-clか

つ T(a2,m.b)-C2｡

次に,sharply2重可移群に射影平面が解釈で

きないか考 える｡まず,Cを標数が 2でない

sharply2重可移群 とする｡群Gの involutionの

集合をIとするOいま7T-Iとし,線を cc(jk)と

する.ただし,j≠k∈I｡また.点 tが線 cc(jk)上
にあるとは,次の条件のどれか (すべて)が成 り

立 つ こ と とす るoi∈NG(CG(jk))⇔iinverts

CG(jk)⇔ CG(jk)⊆il°

このとき,次か成 り立つ｡

捕題207) Cを標数が Zでないsharply2重可移

群で分裂しないとする｡

(1)任意の2点を通る線はただ一本である｡

(2)任意の 2線はただ一点で交わる｡

2 モ デ ル 理 論

置換群 (G,X)のモデルを考えるとき,一般に

は,群Gの元を表す述語記号 とCが作用する集合

Xの元を表す述語記号 をもった2-sortのモデル

を考える｡ ところが, 2重可移群の場合事実 6よ

り,1点固定群が定義可能であれば,Xを表す述

語 も群の自然な言語で定義可能 となる｡

定理21 (Nesin '90)8)GをMorley ylank有限の

sha71)ly2可移群で,Bを1点固定群 とする｡この

とき,βは群の自然な言語で定義可能で,Gとβ
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は連結｡

Nesinは上の定理 をFrobenius群 について証

明したが8),後に田中9)により,βの定義可能性が

sharply2重可移群から, 2点固定化群が有限な

2重可移群にたいして拡張された｡

次に2重可移群のモデル理論で最 も大 きな問題

を示す｡

予想22 Morley7Tank有限なshaゆIy2重可移群

は例12のタイプのみである｡

問題16にあるように,我々は分裂 しないsharply

2重可移群を知らない｡そこで問題17に関連 して,

上の予想は次のように弱 くしてみても重要である｡

予想23 Morley71ank有限なshaゆIy2重可移群

は分裂する｡

定理24 (CherlirL,etal'91)10)G-AMHをMoプ勿′

rank有限な分裂 sha74)ly2重可移群 とするoGの

標数が 0で,しかもZ(H)が無限のとき,Gは例

12のタイプ｡

事実25 (Nesin'90)無限のsharply3重可移的超

安定群は,ある代数閉体KにたいLPSL2(K)と

同形 となる｡

この論文は,著者が文部省在外研究員 として

UniversityofCalifornialrvineに滞在中,Uni-

versityofIllinoisatChicagoにおいて行った講

演に基づいている｡
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Model theory of doubly transitive groups

Katsumi TANAKA

Abstract

It is well known that we can interpret a near-domain in a doubly-transitive group and we can

consruct a doubly-transitive group by a near-domain. This shows the equivalence of the study of

doubly-transitive groups and that of near-domains. It is known that every finite near-domain is a

near-field, however, it is open in infinite case. We investigate several open problems in this subject

and some model theoretic approaches (in case of finite Morley rank, geometric) to them.

Key Words: permutation group, w-stable group, Morley rank, doubly transitive group
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