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捕食系の感染症数理モデルにおける進行波解の速度
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Inthispaperweconstructasimplemathematicalmodelforinfectiousdiseaseinapradator-

preysystem,andstudythespeedsoftravellingwavesolutionsofthismodel.Wepresenta

methodofestimationofthespeedsandmakeanumericalstudyaboutthismatter.
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1 はじめに

生物がある地点に侵入し､増殖しながら拡散して勢力を広げていく現象は､古来生物的に､また数理的に研

究されてきた｡単一の種がロジスティック増殖しながら拡散 していく現象は Fisherによってモデル化された｡

それは次のようなものである｡

霊 -揺 +Eu(1-u/K)

ここで､ uは考えている生物種の密度､Dは拡散係数､Eは内的増加率､Kは環境容量である｡このとき､一

定の速度で進んでいくいわゆる進行波解が存在することが知られており､しかもその速度は､D とEによっ

て C=2､/言方 という簡単な式で与えられる｡

Murrayら 〔2〕は､Andersonらll]によってつくられた狂犬病の数理モデルに拡散項を付け加えた偏微分方

程式の進行波解の速度について考察した｡一つの生物種の中で感染個体が広がっていく様子も､数学的には生

物拡散と同様な方程式で与えられる｡彼らは､ヨーロッパにおいて進行中であった狂犬病の伝播速度を､かな

りの精度でモデルから導 くことができた｡なお､Yachiら [4]は､Murrayらのモデルを少し変形 した狂犬病

モデルを考え､その進行波解の速度を考察している｡

Okuboら [3】はアカイロリスとハイイロリスの競合など､ある種が生息 しているところに他の種が侵入し

て競合しながら勢力をひろげていく状況をモデル化 して､進行波の速度についても研究 している｡

本稿では､捕食者と被食者の間で感染環が存在するような感染症に関して単純な数理モデルを考え､一定速

度で伝播 していく進行波解の速度について､数値計算を援用しながら考察する｡なお､ここでは､現在北海道

で流行しているエキノコックス症を念頭におき､伝播速度を見積もることを目的としてモデル化 しているが､

現象を忠実に記述することは意図していない｡
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2 モデルとその解析

最初に､エキノコックス症を念頭においた感染症に関する簡単な常微分方程式モデルを考える｡これは進行

波の速度をできるだけ数学的に解析することが目的であるので､世代の存在､環境の季節変動などの要因はす

べて考えず､極力単純化している｡なお､以下このモデルで考えている捕食者をキツネ､被全署をネズミと呼

ぶことにする二

キツネとネズ ミを､それぞれ末感染､感染個体に分ける｡今考えている病気は､エキノコックス症にならっ

て､キツネ､ネズミの生存にはあまり影響を与えないものとする｡

モデルを立てるために､状況を単純化 していくつかの仮定をもうける=

1.キツネ､ネズミはそれぞれ一定の割合で生まれるCなお､生まれた個体は常に未感染とする｡

2.死亡率は病気に関係なく一定とする｡

3.捕食効果は､キツネに対 しては死亡率を下げるように､ネズ ミに対 しては死亡率をあげるように働 くC

4.キツネの感染の割合は､未感染キツネと感染ネズミの密度の積に比例 し､ネズミについても同様 とする｡

ここでは､虫卵の介在によるキツネからネズミへの感染についての時間遅れは考えない｡

5.ネズミに関してのみ密度効果が存在すると考える｡

これをもとに微分方程式を考える｡変数としては､未感染キツネの密度を Fs､感染キツネの密度をFI､末感

染ネズミの密度をRs､感染ネズ ミの密度を RIとする｡また F-Fs+FI､R-Rs+RIとする｡

些

荒

す

警

些

出

- EFF+(kFR-dF)Fs-pFsRI

- pFsRI+(kFR-dF)FI

- ERR+(-kRF-FIR-dR)Rs-qRsFI

- qRsFI+(-kRF-FIR-dR)RI

ここで､EF､C-R はそれぞれキツネとネズミの出生率､dF､dRは､それぞれキツネとネズミの捕食効果が軽

い場合の死亡率､kF､kR はキツネとネズミの捕食の死亡率におよぼす効果､Ilはネズミの個体群における密

度効果､p､qはそれぞれキツネとネズミの感染率を表す｡

キツネに関する方程式､ネズミに関する方程式をそれぞれ加えると次の微分方程式系を得る｡

dF

て訂
dR

77(

この微分方程式系は有名な捕食系であり､

(EF-dF+kFR)F

(ER-dR-kRF-FJR)R

=-R-dR dFIC-F

- > -T〟

であるときに､次の式で与えられる第一象限の平衡点 (F*.R*)をもつ｡以下､常にこの条件はみたされてい

るものとする｡

n* d F -EF [* (ER-dR)-FJR*Rt=ニュー.一･.一･二二 F'=
kF kR

よく知られているように､この平衡点は第-象限の中に存在する限り､第一象限全体で大域安定である｡した

がってこのモデルにおいては､キツネとネズミの個体数 (密度)は､平衡点の近 くに存在 し､少し摂動を受け

てもまた平衡点に回帰する｡その点では､数年サイクルで変動するネズミの個体数の変化などを記述すること

はできない⊃
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もとの方程式の平衡点を考察する｡もとの方程式の平衡点において､F=F'､R=R*をみたしているこ

とに注意する｡2番目の式と､4番目の式に F=F*､R=R*を代入すると､

pFsRI+(kFR'-dF)FI-0

qRsFI+(-kRF*-FLR+ -dR)R1-0

であり､さらに､平衡点の値より次のようになる｡

PFsRIIEFFI-0

qRsFI-ERRI-0

FI-0､Rl-0となる平衡点 Po(F*.0.R'.0)は常に存在する｡さらに､印ER<pqF*R'のときに限り､

第一象限の平衡点 pl(戸S,戸I.亮sjfI)が存在するC さらに､Plが存在するとき､

EFER-PqFsRs

がなりたっている｡

これらの平衡点の安定性を考える｡Poにおけるヤコビ行列は､

O EF kFF'(kF-P)F'
0 -EF 0 pF'

-kRR* -(kR+q)R' -FLR* ER-PR*

O qR' 0 -ER

(入2+ILR'入+kRkFR'F')(入2+(EF+ER)A+EFER-PqR*F')

固有多項式は､

であるので､

のときに fもは漸近安定､

のときには Poは不安定である｡

Plにおけるヤコビ行列は､

EFER>pqR'F

EFER<pqlrF'

-PRI EF kFFs (kFIP)Fs

p京I kFR*-dF kF戸I kFFI+pFs

-kR京S -(kR+q)頁S -FL肩s ER-PRs

-kR R I qRs-kRRI qFI-PFI -ER-FLRI

固有多項式は､

(入2+lLR*入+kFkRF R')(入2+(p頁I+qfI+EF+ER)A+pq戸I京I+pER頁I+q:-F戸IT

であるから､Plは第一象限に存在する限り漸近安定であることがわかる｡

次に､感染の伝播について考える｡本稿では､進行波の速度に興味があるので､一次元の伝播モデルに限定

する｡

考えている領域は [0,∞)であり､I-0は反射壁で､I-0において感染したキツネが侵入した状況を考

える｡感染を考えない捕食者と被食者の個体数のモデルとしては､安定な平衡点に近づ くので､問題の設定を

簡単にするため､F とRが [O.x)で一定値 F*､R事をとっているものとする｡そのとき､FI とRIがみた

す微分方程式は､

色

濃

一如

- p(F*-FI)RI-EFFI

- q(R*-RI)FI-どRRI
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となるoこれは常に平衡点 (0.0)をもち､EFER<pqF*R+のときに第-象限の平衡点 (頁I･jiI)をもつ ｡安

定性はすでに考察したとおり､三FfR>pqF*R*のとき(0､0)が安定､ごFER<pqF*R*のとき､(0.0)は不安

定 (鞍点)で､(PI.lil)が安定になる｡

エキノコックス症の伝播については､キツネの拡散が本質的であり､ネズミの拡散は問題にならないので､

キツネの項にのみ､拡散項を付加する｡なお､感染状態に関わらずキツネの拡散係数は一定とする｡次の偏微

分方程式を考える｡

aFI

EEZl

aRI

EZl

p(F* -FI)RI一EFFI･D 謡

q(R*一RI)FI-I-RRI

なお､I-Oでは反射壁 (ノイマン)条件､また､i-0のときにFIは x-0の近 くのみで小さい正の値でそ

れ以外では 0､RIは恒等的に 0とする｡

ここで､ x軸の正の方向に一定速度 Cで伝わっていく進行波解が存在するとして､次のように-変数の関数

FI､RI(同じ記号を用いる)を定義する｡

FI(I-Ct)-FI(I,i) RI(I-Cf)-RI(I,i)

これを､もとの偏微分方程式に代入する｡

-cFI - p(F IFI)RI-EFFI+DFI'

-cR/I - q(R* - RI)FI一己RRI

境界条件は､FI(-∞)-アト RI(-CO)-頁ト FI(∞)-0､RI(∞)-0であり､FI>0､RI>0でなければ

ならない｡ここで､左端の境界を -∞ にしているのは反射壁条件と合致しないが､数値計算でみると､値が

変化する領域は狭 く､このようにしてもかまわないと思われる｡

GI-Flと置いて､次のように一階の方程式に変形する｡

巧
q

RII

二

二

二

/G

一芸GI一芸(FL FI)RI･芸 FI

一旦(R*-RI)FI+望RIC C

境界条件は､FI(-∞)エアI.GI(-∞)-0､RI(-∞)-頁I,FI(∞)-0､GI(∞)-0､RI(∞)-0であり､

さらに FI>0､RI>0でなければならない｡これは､(戸I.0,72I)から (0,0,0)を結ぶヘテロクリニック軌

道で､FI>0､RI>0をみたすものを探すことに対応する｡

E-I-ctとする｡E- ∞ のとき､解は (0.0,0)の安定多様体を通って平衡点 (0,0.0)に近づかなければ

ならない｡そこで､(0.0.0)において上の微分方程式を線形化する｡ヤコビ行列は､

(_蓋 *

1
C
上)

0

となる｡固有多項式をf(A)として､

f(A)-入3+(芸 一票 )入2-等 里人+
EF三R-PqF*R*

J＼′ ＼D cノ D cD

であるcf(0)<0､f'(0)<0より､I(A)-0は必ず正の実数解 Ilをただ一つもつcLたがって､二つの負

の実数解 入2､人3を持つか､負の重解 入2- 3̂を持つか､互いに共役な虚数解を持つかのいずれかである｡ 虚

数解を持つ場合は平衡点の近くで解は振動するので､単調に平衡点に近づ く解は存在しない｡負の実数解を持

つ場合に､それぞれの固有値に対応する固有ベクトルの FI成分とRI成分は同じ符号になるので､FI>0､
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RI>0の方向から (0.0.0)に近づ くことが可能になる｡二つの状況の臨界値は重解をもつ場合であり､過去

の [2日4]においても､臨界値になるような速度の進行波が存在 しているので､考えている状況でも､I(A)-0
の負の重解の速度が選択される可能性が高いと思われる｡

ここまでに導いた進行波の速度に関する条件はあくまでも必要条件であ り､実際に臨界条件となるような

進行波が存在すること､およびそれが安定であり､その速度の進行波が実現することなどは､数値実験で検証

する｡

L を正の定数とし､一次元区間 0≦x≦Lで偏微分方程式

aFI

~房~

aRI

EZl

- p(F* - Fl)RI-EFFI･D慧

- q(R+-RI)FIIERRI

を考えるo I - 0では反射壁条件 (ノイマン条件)を､数値計算の都合上､ x =Lではデイリクレ条件

FI(0,i)-0､RI(0.i)-0をつける｡FIは t-0では .T-0の近 くでは小さい正の値に設定 し､それ以外で

は 0とする｡RIは t-Oにおいては全区間で 0にする｡

パラメータは EF -1.0､ER -7.0､F*-1.0､R* -1000.0､p-0.01､q-2.OD -1.0とする｡これは､

拡散係数を除いては､比較的現実に近い値である｡

FIとRIの解のグラフを重ねて等時間間隔でグラフ化すると下のようになる｡

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

図 1‥Traヽ,ellingwave

確かに､進行波が x軸の正の方向に一定速度で進んでいることが観察できる｡さらに､このとき､進行波

の速度を数値的に求めると､C-2.095となる｡この C の値に対して､∫(A)のグラフをかくと､次のように

なる｡
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図 2:Graphofeigenpolynomial

極大値のところで､グラフと入軸がほぼ接 していることが観察できる｡

この他のいくつかのパラメータセットに対 しても､同様のグラフを得ることができるので､ここにあげた臨

界値の速度が選択 されているものとおもわれる｡

3 考察

単一種の侵入､競争種､捕食種の拡散現象と同様に､捕食者一被食者感染症モデルにおいても､感染の進行

波解が存在することを数値的に観察した｡また､進行波解の一つの理論的な下界を､平衡点の安定多様体の解

析によって与えることができ､いくつかのパラメータに対 してこれが実際の進行波の速度に非常に近いこと

が､やはり数値実験によって検証できた｡

この方程式はエキノコックス症の感染､伝播現象を単純化したものであり､このモデルからおおざっぱでは

あるが､伝播速度においての各パラメータの依存性を解析的に調べることが期待できる｡

本稿では数学的には､あくまで伝播速度の一つの臨界値を与えているだけであるので､さらに進行波解が存

在する条件､さらには､ここで考えた進行波解が安定になることなどを考察するのが今後の課題である｡
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